APPROXIMATIONS DE L’IDENTITE, INEGALITES MAXIMALES
ET LE PRINCIPE DE SAWYER-STEIN

Résumé. — Dans ce texte, on s’intéressera aux suites de fonctions () ¢ £!(R) ayant la propriété
d’approcher ’identité au sens o I'on a |y, * u—wul; - 0, k — co. Appelées approximations de l'identité,
ces suites se caractérisent (au moins dans le cas positif) par des propriétés simples. Elles donnent aussi lieu
a I’existence de sous-suites universelles pour la convergence presque partout dans £2(R) ou £!(R).

Nous travaillerons, dans la suite, avec les espaces de fonctions LP(R), 1 < p < oo et les espaces de
classes d’équivalence LP(R).
On note M(R) I’espace des fonctions Lebesgue-mesurables sur R.
Pour 1 < p < o0, on définit :
LP(R) := {u e M(R) : |ulP est L-intégrable sur R}.

Cet espace est muni de la semi-norme | - ||, définie par :

1/p
fu = (.t )
On note ¢galement :

L2(R) :={ue M(R): il existe N € .4 tel que u soit bornée sur R\ N},
et on munit cet espace de la semi-norme | - ||, définie par :

|t]oo == inf sup |u| = inf{c € R, : |u| < ¢ presque partout sur R}.
NeN RN

Etant donné 1 < p < oo, on note 1 < p’ < oo I’exposant conjugé de p défini par la relation 117 + z% =1.

On pose aussi 1’ = co et 0o’ = 1. Etant donné 1 < p < oo, Iinégalité de Holder assure que si f € £LP(R)
et g € £P'(IR) sont données, alors leur produit fg vérifie fg € L1(IR) ainsi que :

[£gl < 1119l

Pour 1 < p < oo, on note ~, la relation d’équivalence définie sur £P(R) de la fagon suivante :
f ~p g sietseulement si f = g presque partout sur R. Etant donné f, g € £(R) vérifiant f ~p g,0na
I £l = lgll,- Il s’ensuit que la semi-norme || - |, induit une semi-norme (notée également | - |,) sur le
quotient LP(R) := LP(R)/ ~, ; cette semi-norme est par ailleurs une norme sur L?(IR), comme cela
suit aisément du fait qu’une fonction positive de L-intégrale nulle sur R, y est nulle presque partout.

On rappelle que I’espace IC(R) des fonctions continues a support compact dans R, est dense dans
LP(R) pour tout 1 < p < oo.

Exercice 1 (Approximation dans £? par des fonctions étagées). — Dans cet exercice, on fixe 1 <
p < oo et f e LP(R). Montrer que, pour tout € > 0, il existe une fonction étagée g pour laquelle on a

If-glp<e.



APPROXIMATIONS DE L’IDENTITE ET INEGALITES MAXIMALES 2

Exercice 2 (Approximation dans £? par des fonctions réguliéres). — Dans cet exercice, on fixe
1 <p<ooet feLP(R). Montrer que, pour tout € > 0, il existe une fonction lipschitzienne g : R — R
pour laquelleona | f — g, <e.

Indication. On commencera par traiter le cas ou f = yp avec B une partie Lebesgue-mesurable
vérifiant | B| < +oc0 ; on pourra a cet effet utiliser la régularité extérieure de la mesure extérieure de
Lebesgue et observer que si U est un ouvert de R, et que 1’on pose, pour x € R :

dist(z, CU) =inf{|z - y|: y e CU},
alors pour chaque £ € N la fonction f; : R — R définie par :
fr(x) =min[1, 2" dist(z,CU)]

est une fonction lipschitzienne sur R, et que la suite ( fy )y converge ponctuellement sur R vers x.
On pourra généraliser ensuite au cas ou f est une fonction étagée, puis au cas général en utilisant
I’exercice précédent.

Exercice 3 (Densité de I (R) dans £7(R)). — Etant donné 1 < p < oo, utiliser I’exercice précédent
pour montrer que K(R) est dense dans £P(R).

Finalement, étant donné 1 < p < oo on utilisera la notation L% (R) (resp. L% (R)) pour désigner les
fonctions (resp. les classes d’équivalences de fonctions) presque partout positives issues de £P(R)
(resp. LP(R)).

Avant de pouvoir méme formuler la définition d’une approximation de I’identité, il convient de
revenir brievement sur le produit de convolution de deux fonctions.

1. Convolution

Le résultat suivant constitue une définition du produit de convolution de deux fonctions f € £!(R)
et g € LP(R) pour 1 < p < oo.

Théoréme 1.1. — Soient1 <p < oo, f € LY(R) et g € LP(R). L’ensemble I des réels x pour lesquels
la fonctiony — f(x-y)g(y) est L-intégrable sur R, vérifie R\ I| = 0, on définit alors, pour x € R :

fag(e) = {éR f(z=y)g(y)dy Zna;zl
La fonction f g vérifie f x ge LP(R) etona :
(D) 1f = gl <11l glp-
Démonstration. — Le résultat étant clair si g est bornée, il suffit de traiter le casoul’ona 1 < p < oo.

On commencera par supposer p = 1. On pose, pour 2,y € R, F'(x,y) := f(x—y)g(y). On observe
que I est Lebesgue-mesurable sur R? et que I’on a, pour tout y € R :

LIF@wlde =19 [ 17 =9)lde=lg@w)| [ £z =lg@)lIf 1.
Il vient en outre :

Ly [1F@plde< il [lo@ldy=1fllgls < e

I1 suit des lors du théoréme de Tonelli que F est L-intégrable sur R? ; le théoréme de Fubini assure
alors I’existence d’une partie Lebesgue-négligeable N de R telle que, pour tout z € R\ V, la fonction
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y v F(x,y) = f(x —y)g(y) soit L-intégrable sur R et que la fonction f * g définie ci-dessus soit
L-intégrable (et donc aussi Lebesgue-mesurable) sur R.
On calcule par ailleurs, a I’aide du théoréme de Fubini :

Lirsg@idz< [ 1F1= [ dy [1FGy)lde=flglh.

Le théoréme s’ensuit dans ce cas particulier.

Dans le cas ou ’on a 1 < p < oo, on sait (par le cas précédent, puisque la fonction y — |g(y)[P est
L-intégrable sur R par hypothése) que la fonction y — |f(z —y)||g(y)|P est L-intégrable sur R pour
presque tout = € R. Autrement dit, pour presque tout x € R, la fonction y — |f(z — y)[*/?|g(y)] est
dans LP(R).

Notant p’ €]1, oo I’exposant conjugué de p vérifiant, par définition, % + z% =1, on observe que la
fonction y + | f(z,y)|/?" est évidemment dans £ (R) pour presque tout x € R.

Pour presque tout = € R, I’inégalité de Holder appliquée a u, € LP(R) et v, € £P'(R) définies par
us(y) =|f(z,9)|"?|g(v)| et vo(y) = | f(x,y)|}/?, assure que ’on a u,v, € L' (R) avec :

1,1
LUy dy < Jullel,
Or on calcule, pour presque tout x € R :
Jual = ]glf(x,y)ﬂg(y)P6h/= (1 1glP) (),
et:
Joelfy = [ 17 =9)ldy =111

Il vient aussi, pour tous x e Rety € R, |f(x —vy)g(y)| < uz(y)v.(y). On tire de ce qui précede qu’il
vient, pour presque tout z € R :

[ 1= gl dy < LARP TS+ lgP) ()] < 4o,

Il en résulte que f * g est bien définie et que ’on a :
L1 g@lrdz <11 [ (1< gl @) d
4 ’ 1+£,
ISP N+ gl < AP 1 gl = 170 Dgls,

ou I’on a utilisé I’inégalité obtenue dans le cas précédent. Il vient donc f * g € LP(R) ainsi que :

1,1
1fglp <117 " lgll = 1f 12 lgllp-

La démonstration est compléte. [ ]

Exercice 4. — Montrer que, pour f,g € L!(R),ona f * g = g * f presque partout sur R.

Exercice 5. — Soit 1 < p < co. Montrer que si 1 < p < oo est un réel donné et que f, f € LY(R)
et g,g € LP(R) vérifient f = f et g = g presque partout sur R, alorsona f * g = f* g presque
partout sur R. En déduire que si v € L'(R) et v € LP(IR) sont donnés, alors le produit de convolution
u*v e L1(R) est bien défini et vérifie ||u = v|, < |u|1[v],.
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2. Un théoréme de F. Riesz

Le résultat suivant, qui implique en particulier la complétude de LP(RR), nous sera utile dans la
suite.

Théoréme 2.1. — Soit 1 <p < o0, (uy) € LP(R) une suite de Cauchy dans LP(R). Dans ces condi-
tions, il existe une sous-suite (uy,) € (uy) et des fonctions u € LP(R) et f € LP(R) telles que I’on
ait :

(i) ur — u dans LP(R);

(i1) ug, — u presque partout sur R ;
(i) |uk,| < f presque partout sur R, pour tout | € N.

Démonstration. — Puisque (uy,) est de Cauchy dans £P(R), il existe une sous-suite (uy,) S (u)
vérifiant |uy,,, — ug, |, < 27! pour chaque [ € N. Posons, pour alléger les notations, v; := uy, dans la
suite.

Définissons, pour tout n € N :

n
gn =Y v —vl.
1=0

On trouve, en vertu de ’inégalité de Minkowski, pour tout n € N :

n
[gnlp <3 Nvrer = il < 1.
1=0

supfgﬁgl.
neN JR

Comme la suite (g5, ) ey est une suite croissante de fonctions positives, il suit du théoréme de conver-
gence monotone (pour I’intégrale de Lebesgue) qu’il existe une fonction h, L-intégrable et positive
sur R, telle que I’on ait g, — h, n — oo presque partout sur R ainsi que [, & = lim, .o [; gn. On en
tire I’existence d’un ensemble négligeable N < R tel que, pour tout x € R\ N, la suite (g,,(7))nen
converge, i.e. tel que, pour tout x € R\ N, la série réelle :

Y [ve(x) —vi(x)]

leN

11 vient donc :

soit absolument convergente. On peut donc définir une fonction Lebesgue-mesurable g : R — R en
posant, pour x € R :
_ X% v (@) —u(x)| size RNN,
g9(x) = .
0 sinon.
Comme il vient ¢g? = lim,,_, ., gh = h presque partout sur R, il s’ensuit que g” est L-intégrable sur R,
et que ’on a donc g € LP(R).
Or on a a par ailleurs, pour tout n e N* ettout z e R :

@ 0a() = vo(2) + g[vulm ()]

I1 s’ensuit d’abord que, pour tout n € N*, on a, presque partout sur R :
n—-1

ol < Jvol + 3 [vrsr = vl < Jvol + g,
1=0

par définition de g. En posant f := |vg| + g € LP(R), on voit donc que I’on a bien |ug,| = |v] < f
presque partout sur R, pour tout [ € N, ce qui démontre (iii).



APPROXIMATIONS DE L’IDENTITE ET INEGALITES MAXIMALES 5

De I’égalité (2), il résulte aussi que la suite réelle (v, () ),y converge pour tout z € R~ N. On
peut donc définir une fonction Lebesgue-mesurable » : R — R en posant, pour x € R :
limv(xr) sizeRNN,
u(x) = : () ]
0 sinon ;
on a évidemment u = lim;_, o, v; = lim;_, o, u, presque partout sur R. Pour démontrer (i1), il reste donc
a vérifier que I’on a u € LP(R).
Or on calcule, pour des entiers [ < m (en utilisant a nouveau I’inégalité de Minkowski) :

p
m—1
[R [om =0 = [ vm — i} = < ( > lvjer = Hp) <2PD,
=l

Puisque, pour tout [ € N, il vient |u—v;|P = lim,, 0 |1, — v;| presque partout sur R, le lemme de Fatou
assure que ’on a :

3) f |u—vfP < lim / [ty — P < 2—p(l—1)7
R R

m—00

et qu’il vient donc u —v; € LP(R). En particulier, il vient u = u —v; + v; € LP(R), et (ii) est démontré.

m—1 p

> [ =]

J=l

Finalement, il vient pour [ € N (en utilisant I’inégalité (3) ci-dessus et la définition de v;) :
Ju =y < Ju=willp + o= wllp < 27 + g, = wll,.

Puisque (uy) est de Cauchy dans £P(R), il vient |uy, — wl|, - 0, 1 — oo} il s’ensuit que ’on a
|lu -, - 0,1 — oo, ce qui prouve (i). |

Nous aurons besoin, avant d’étudier les approximations de 1’identité, de quelques outils d’analyse
parmi lesquels le théoréme de Banach-Steinhaus aussi appelé principe de la borne uniforme.

3. Le principe de la borne uniforme

Etant donné X et Y des espaces (semi-)normés, on définit £(X,Y) comme I’espace des applica-
tions linéaires continues de X vers Y, i.e. des applications linéaires 7" : X — Y vérifiant :

|70 = sup{|T(w)| : we X, [uf =1} < +oo.

On appelle |T'| la norme (d’opérateur) de T

Pour une suite d’applications linéaires continues définies sur un espace de Banach, le théoréme de
Banach-Steinhaus assure qu’elle est bornée en norme (i.e. uniformément bornée sur la sphére unité)
des qu’elle est bornée en chaque point.

Théoréme 3.1 (Banach-Steinhaus, principe de la borne uniforme). — Soient X un espace
(semi-)normé complet, Y un espace (semi-)normé et (1) ¢ L(X,Y) une suite d’applications
linéaires continues de X vers 'Y . Si, pour tout u € X, on a supy, |Ty.(u)|| < +oo, alors (T}) est bornée
en norme, i.e. on a supy, | Ty | < +oo.

Démonstration. — Procédons par contraposition, et supposons que 1’on ait sup, | 7| = +oo. Posons
alors, pour [ € N :
Fii= ({ueX:|Thu| <1}
keN

Il est facile de voir (puisque, pour chaque k € N, ’application X — R, u — |T})ul| est continue) que
F; est fermé pour chaque [ € N. Montrons que F; est également d’intérieur vide pour chaque [ € N.

A cet effet, fixons [ € N et B = B[u,r] une boule fermée dans X, avec u € X et > 0. Siona
u ¢ Fy, alors il est clair que ’on a B ¢ F). Sinon, il vient donc |Tyu| < I pour tout k& € N. Mais par
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hypothése, on sait qu’il existe ko € N pour lequel on a [T}, | > . Il existe dés lors v € X vérifiant
|v] =1 et |Ti,v| > 2, et on trouve alors :

| To (w+ rv) | 27| Thov| = | Thoull >20-1=1.

Il vient par conséquent u + rv € B(u,r) N F; = B\ F}, ¢’est-a-dire B ¢ F). Autrement dit, F} est
d’intérieur vide.

Le théoréme de Baire assure a présent que 1’ensemble ;o F; est d’intérieur vide. En particulier,
il existe ug € X N\ Ujeny F1 = Mien (X N F}). On a done, pour tout [ € N, ug ¢ F. Pour tout [ € N, il
existe donc & € N tel que 1’on ait ||Tjug| > ! ; on en tire aussitdt que I’on a :

sup || Trug| = +o0,
keN

et la démonstration est compléte. [ ]

Remarque 3.2. — On observera que le théoreme de Baire, invoqué dans la démonstration précé-
dente, demeure en effet valable dans un espace semi-normé complet (on n’utilise nulle part dans sa
démonstration une propriété d’unicité de la limite).

Il n’est pas nécessaire qu’un espace (semi-)normé soit complet pour qu’y soit vrai un principe de
la borne uniforme ; on va le montrer dans la série d’exercices suivante.

Exercices : espaces tonnelés et principe de la borne uniforme. — Une partie £/ d’un espace
vectoriel X est dite :

(1) absorbante si, pour tout u € X, il existe A > 0 tel que 'on ait u € AS';
(ii) équilibrée si, pour tout u € S ettout A e [-1,1],ona lueS;
(iii) symétrique si, pour tout u € S,ona -u e S';
(iv) convexe si, pour tous u,v € S ettout A € [0,1],ona (1 - N)u+AvesS.
On observe qu’une partie convexe de X est équilibrée si et seulement si elle est symétrique.
Un fonneau de X est une partie convexe, équilibrée, absorbante et fermée de X.
Finalement, un espace (semi-)normé X est dit fonnelé si tout tonneau de X est un voisinage de 0.

Exercice 6 (complétude et caractére tonnelé). — Soit X un espace (semi-)normé complet. On va
montrer que X est tonnelé. A cet effet, fixer S un tonneau de X ; on pourra procéder comme suit
pour montrer que S est un voisinage de 0.

1. Montrer que ’on a X = Upn(£S).

2. Montrer qu’il existe un entier ky € N, un point x5 € X et un réel ro > 0 tels que ’on ait
B(CL‘(), ’I"o) C koS.

3. En déduire que I’on a B(-xq, 7o) S koS puis B(0,7¢) € koS et conclure.

Exercice 7 (Principe de la borne uniforme). — Montrer que I’énoncé du principe de la borne uni-
forme (Théoreme 3.1) demeure valide si on y remplace le mot “complet” par “tonnelé”. A cet effet,
on pourra (en conservant les notations de cet énoncé€) poser, pour k € N :

Sk = {ue X+ [Ti(u)] <1},

ainsi que S := (gen Sk, €t procéder comme suit.

1. Montrer que S est convexe, équilibré et fermé.

2. Pour montrer que S est absorbant, fixer u € X et poser c(u) := sup,y |7k ()| ; on sait que
I’ona 0 < ¢(u) < +oo par hypothése. Si I’on a c(u) > 0, montrer qu’il vient alors u/c(u) € S.
Conclure que S est absorbant.

3. En utilisant le caractére tonnelé de X, montrer que 1’on a sup,,y || 7% | < +oo.
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Nous sommes a présent préts pour introduire et étudier les approximations de [’identité.

4. Approximations de I’identité : définition et premiers exemples

Une approximation de I’identité est une suite de fonctions L-intégrables qui, par convolution, per-
met d’approcher I’identité en moyenne (i.e. en norme L1).

Définition 4.1. — Une approximation de [’identité est une suite () € L1(R) telle que, pour
chaque u € L1 (R), la suite (¢, * u) converge vers u dans L1, i.e. telle que I’on ait | ¢ * u—ul; - 0,
k — oo.

Les définitions suivantes faciliteront la formulation des résultats dans la suite.

Définition 4.2. — Soit (¢,) € L1(R) une suite de fonctions L-intégrables sur R.
(i) On dit que (y) est normalisée sion a |y = 1 pour tout k € N.
(if) On dit que (py) est asymptotiquement normalisée sion a || — 1, k — oo.
(iii) On dit que (i) est asymptotiquement locale si, pour tout § > 0, on a fR\[—&é] lor| = 0,k > oo.

La proposition suivante assure que toute suite asymptotiquement locale et asymptotiquement nor-
malisée de fonctions intégrables, est une approximation de 1’identité.

Proposition 4.3. — Soit (1) € LL(R) une suite de fonctions L-intégrables positives, asymptoti-
quement normalisée et asymptotiquement locale. Dans ces conditions, (yy.) est une approximation
de l’identité.

Démonstration. — On va commencer par démontrer la convergence uniforme de ¢y, * v vers v pour
tout v € L(R).

Affirmation 1. — Si v € IC(R) est une fonction continue a support compact dans R, alors (¢ * v)
converge uniformément vers v sur R.

Pour démontrer cette affirmation, commengons par observer que, v € K(R) étant donnée, la fonc-
tion y — pr(x —y)v(y) est L-intégrable sur R pour tout = € R et tout k£ € N; on peut donc écrire,
pour tout ke Nettoutx e R :

wk*v($)=fﬂ%wk(m—y)v(y)dy-

En outre, v étant continu et a support compact dans R, le théoréme de Heine assure qu’il est aussi
uniformément continu sur R. On va montrer a présent que (¢ * v) converge uniformément sur R
Vers v.

A cet effet, commengons par supposer que (i) soit normalisée, auquel cas il vient, pour tout
keNettoutxreR:

1= /Rapk(t) dt = [Rgok(:v -y)dy,
en utilisant le changement de variables ¢ = x — y. On trouve donc, pour tous k e Netx e R :

U($)=/R<pk(x—y)v(x)dy.

Il vient donc aussi, pour tous k e Netz e R :

o x 0() ~v(@)] = | [ eule =)o) - v(@)] de

< [ee-ylv() - v(@)dy.
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En effectuant a nouveau le changement de variables ¢t = x — y, il vient donc, pour k e Netz ¢ R :

lor * v(x) —v(z)] < v[Rgok(t)hJ(x —t) —v(z)|dt.

Fixons a présent £ > 0, et soit § > 0 un réel tel que si xz,y € R vérifient |z — y| < , on ait
|v(z) - v(y)| < e (rappelons que v est uniformément continu sur R). Soit M > 0 un réel tel que I’on
ait [v| < M sur R. Pour k € N et z € R, on calcule alors :

* - <2M f +e f <e+2M )
[or+ v(z) -~ v(z)] RA[-4,0] o [-6,6] o R~[-6,6] o

en utilisant le fait que, pour toutt € [—0,d],ona |v(z—t)-v(x)| < e, et quel’onaf[_m] oK < fper = 1.
Il vient donc, pour tout k € N :

sup |gr *v—v|<e+2M k-
R R[-5,]

En utilisant le fait que () est asymptotiquement locale, on trouve donc :

m(sup\gpk*v—v|)$5+2]\/[hm[ Ok = €.
k—oo R k—o0 RN[-6,0]

Puisque ¢ > 0 est arbitraire dans 1’inégalité précédente, il vient finalement :

OSli_m(sup|gpk>+v—v|)s%iﬁ(suphokﬂ)—m)so,
R —oo \ R

k;—)(X)

ce qui montre que ’on a :
lim (sup lor * v — v|) =0,
k—o00 R

¢’est-a-dire que (py * v) converge uniformément sur R vers v.
Si () est asymptotiquement normalisée, on a limy, ., |1 = 1; il existe donc kg € N tel que
Ion ait ||| > 3 pour tout k > ko. Posons alors, pour k € N :

X[0,1] si k< kg,
Vg = 4 ]
lollLor ik > k.

Il est clair que (¢ ) est normalisée ; par ailleurs, on calcule, pour § > 0 et k > kg :

O T S
. Vi = |l g E aeross) P

Il s’ensuit que 1’on a limg_, fR\[_ 5,61 ¥y = 0 pour tout 0 > 0. La suite (¢);) est donc normalisée

et asymptotiquement locale ; par conséquent, il résulte de ce qui précéde que (¢ * v) converge
uniformément sur R vers v. Utilisant le fait que | |1 = 1, k = oo et, pour k > ko, ’écriture :

wr* 0= orfy - (Yr *v),

on voit que (. * v) converge uniformément vers v sur R, ce qui achéve la preuve de I’affirmation.

Affirmation 2. — Pour tout v € KL(R), la suite (¢, * v) converge vers v dans L (R).

Pour démontrer cette affirmation, fixons v € (RR) et fixons a > 0 un réel tel que I’on ait v = 0
hors de [-a, a]. Fixons également £ > 0 et choisissons un entier kq € N tel que, pour tout k > kg, on
ait ||v]; .[R\[—l 1%k < /2. On calcule alors, pour tout z € R\ [~a-1,a+1] etk eN:

pexv(@)= [op=ndi= [ o=t
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puisque, pour ¢ € [-1,1], il vient v(z —t) = 0. Il vient donc, en utilisant le théoréme de Fubini :

i owxol< [ do [ Ot

Rx[-a-1,a+1] Rx[-a-1,a+1] RN[-1,1]
- [ da | jo(z ~ t)|da
R~[-1,1] Rx\[-a-1,a+1]

comme on a, pour tout ¢ € R, fR\[ (@ = t)[dx < Jglv(z = t)|dx = |v]:, on obtient en

conséquence, pour k > kg :

€
< t)dt < —.
R B L RO

A T’aide de I’ Affirmation 1, choisissons maintenant un entier k; > ko tel que, pour tout £ > k1, on
ait :

-a-1,a+1

Swplewrv vl

On calcule alors, pour k > k; (en observant pour commencer que 'onav =0sur R\ [-a—1,a+1]):
”S%*U—UH1=[ |g0k>ev|+/ |g0k>ev—v|£E+(2a+2)-sup|g0k>ev—v|£8.
Rx[-a-1,a+1] [—a-1,a+1] 2 R

Ceci conclut la preuve de I’affirmation.

Pour achever la preuve de la proposition, fixons u € L1(R) et ¢ > 0. Il existe, par la densité de
IC(R) dans £1(R), un v € I(R) vérifiant |u - v||; < 5. On calcule alors, pour k € N :

lon * w—uly < o *w—=op x v + o+ v =01+ [v-uls.
Or on a, en utilisant I’inégalité (1) du Théoréeme 1.1 :
€
lor *u=pr*v]1 = o+ (uw=2v)[1 < [or]i]u-v]: < 5“%”1-
Il vient donc, pour k € N :
€
lon *u—uli < 5(1 +[enli) + low * v -v].
En utilisant I’ Affirmation 2 et le fait que () est asymptotiquement normalisée, on trouve dés lors :
%i_m ok *u—ul; <e.

Comme ceci est valable quel que soit € > 0, il vient :

0< lim [y, *u—ufy < lim [y #u-uf, <0,
—00

k—o00

c¢’est-a-dire limg o0 |0 * u — ul|; = 0. La proposition est démontrée. n

Exemple 4.4 (Approximations de I’identité usuelles). — Soit (@) € L'(R) une suite de fonc-
tions intégrables vérifiant les conditions suivantes :

(AIl) ¢ > 0 presque partout sur R pour tout k£ € N ;
(AI2) [; ¢k =1 pourtout k € N;
(AI3) pour tout § > 0, il existe ky € N tel que, pour tout k > kg, on ait ¢, = 0 presque partout hors de
[-0,4].
Dans ces conditions, () est une approximation de I’identité. Cela résulte immédiatement de la
proposition précédente.
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Exemple 4.5 (Dérivation de Lebesgue). — D¢finissons, pour chaque k£ ¢ N, une fonction \; ¢
Li(R) par Ay = 2F1x[_g-k o-+]. Il résulte immédiatement de la proposition précédente que (Ax)
est une approximation de I’identité. Autrement dit, il vient, pour tout u € L!(R) :

M *u—u, k-—oo dansL'(R).

Exemple 4.6 (Suites régularisantes). — Soient p € .°>°(R) une fonction indéfiniment dérivable et
a support compact dans R. Supposons que ’on ait p > 0 sur R, p = 0 hors de [-1,1] et f[—1,1] p=1
Dans ces conditions, la suite (px) € €.>°(R) définie pour k e Net z € R par :

pi(w) =25 (2"),
est une approximation de 1’identité.
Les suites régularisantes permettent de démontrer la densité de €= (R) dans L£?(R) pour tout
1<p<oo.
On traitera cet exemple en détails dans 1’Exercice 9 ci-dessous.

5. Approximations de I’identité : conditions nécessaires

Etant donné u € £ (R), rappelons qu’on appelle transformée de Fourier de u la fonction continue
et bornée ¢ définie par :

(&) :='/Ru(m)e_2i”§dx.

On a évidemment, pour tout £ € R (puisqu’il vient |e=27"¢%| = 1 pour tout = € R) :

@ a(©) < [ lu(@)lde = Jul.

Il vient donc supg, |4 < |ul; pour tout u € L}(R). Le lemme de Riemann-Lebesgue assure que, pour
tout u € L(R), ona |a(&)| - 0 lorsque |£| - oo.

On rappelle également que si deux fonctions v € L1(R) et v € L}(R) sont données, alors on a
w* v =1- 0 partout sur R.

Etant donné u € £1(R) n £2(R), on montre que 1’on a & € L2(R) et i)y = |u2. Puisque
LY(R)nL2(R) est dense dans £L2(R) (ce sous-espace contient en particulier (R)), il s’ensuit que la
transformation £!(R) n £2(R) - £2(R), u — @ posséde une unique extension par densité a £2(R)
notee :

7 L3(R) - L2(R),
et vérifiant, pour tout u € L2(R), |F (u)|2 = |u|2; cette derniére égalité est appelée 1’identité de
Plancherel.
Si on note .’ (R) I’espace des fonctions a décroissance rapide défini par :

S (R) = {v € € (R) : sup |z[*|v® ()| < +00 pour tous k, [ € N},
reR

ona.”(R) c ZP(R) pour tout 1 < p < oo, et la restriction de la transformée de Fourier a .(R) est
une bijection de .”(R) dans .7 (R).
En outre, si f € L'(R) et u € L2(R) sont données, ona .7 (f xu) = f.% (u) presque partout sur R.

Les approximations de I’identité positives sont nécessairement asymptotiquement normalisées et
asymptotiquement locales. C’est ce qu’exprime la proposition suivante.

Proposition 5.1. — Soit (¢r) € LL(R) une approximation de l’identité positive. Dans ces condi-
tions, () est toujours asymptotiquement normalisée et asymptotiquement locale.
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Démonstration. — Commengons par montrer que (¢) est asymptotiquement normalisée. A cet
effet, observons que 1’on a, pour k € N :

loxls = fRSOk = 1(0).
Posons f := x[o,1]- Il vient aussi f0)= [ f=1
On trouve donc, pour tout £ € N, en utilisant 1’égalité ¢, * f = ¢, f et I’inégalité (4) ci-dessus :

ol =11 = [21(0)£(0) = F(0)] = [ * F(0) = F(O)] < llpw * f = [l
Comme on a, par hypothese, |ox * f = f||1 = 0, k - oo, cela montre que () est asymptotiquement
normalisée.

Pour montrer que () est asymptotiquement locale, fixons ¢ > 0 et posons g := x[_s/2,5/2]- FiXxons
aussi k € N et observons que ’on a g = 0 hors de [-§/2, §/2] et que ’on peut donc écrire :

Hsowg—ng:fm*g—gIZf |s0wg—9|=f QK+ g.
R R\[-6,5] R\[-5,5]

R 676 R [ 7 .9 t dt

Or, étant donné z €e R\ [-0,d] et t € [-0/2,6/2], il vient |z — t| > |z| - |t| > §/2 et donc g(x - t) = 0;
il en résulte que 1’on peut écrire :

do [ ga-tyde= [ dv [ gz —t)dt.
Joron @ fooo-na= [ [ -

En utilisant le théoréme de Fubini, on calcule :

df ¢ —tdt=[ dt t[ —1)d
i i ® oy @o 0= [ dta® [ oG-t
2/ ) dt@ok(t)f[56]X[—§,§](x_t)d$'

Puisque, étant donné ¢ € R\[-4, 6], il vient x; [-2,9) j(z—t) = 1sietseulementsionat-6/2 <z < t+4/2,
on peut encore écrire :

dten(t) [ co(e-tde= [ dtou®) [ s ay(2)d
[R\[—W #i(f) R\[-5,6] X-g (@ -t de = R\[-6,6] or(t) RA[-5,0] X[i-3.4+3] (7) do
) )
= ) [(RN[=6,6])n|t—=,t+2 || dt.
[R\[—a,algpk() ‘( ~ 0 ])m[ 2’ +2]’

Etant donné qu’il est clair que, pour tout ¢t € R \ [-4,4], 'ensemble (R \ [-0,6]) n [t — 3, ¢ + §]
contient toujours un intervalle de longueur 6/2, on obtient :
d )
(R\[—a,é])m[t—i,mi]‘dt>— k-

t .
/R\[_(s,a]%() 2 JBa[-6]

11 suit donc de la série de calculs ci-dessus que 1’on a, pour tout k£ € N :

fR g PE S 5Hw*9 gl-

Puisque () est une approximation de I’ 1dent1te, il vient |¢r * g — g[1 = 0, kK > oo et on trouve
finalement :

J

li =0.
k1—>n;> R\[-6,6] ok
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La démonstration est complete. [ ]

En combinant les Propositions 4.3 et 5.1, on obtient une caractérisation particuliérement simple
des approximations de I’identité positives dans L!(R).

Corollaire 5.2. — Soit () € L1(R) une suite de fonctions L-intégrables et positives sur R. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) (o) est une approximation de l’identité ;
(i1) () est asymptotiquement normalisée et asymptotiquement locale.

L’exercice suivant montre que les approximations de 1’identité non positives peuvent n’étre ni
asymptotiquement normalisées ni asymptotiquement locales.

Exercice 8. — Définissons, pour k € N, des fonctions ay, 05 et 7y par les formules :

Q= 2kX[o,z—k]a B = QkX[l—z-k,l] et W= 2kX[1,1+2-k]-
Posons aussi oy, := ay, + O — 75 pour k € N.
1. Montrer que I’on a, pour u € L1(R) :

Qp * U= * U+ Qg * TIU — Qp * TIU,

o, étant donné une fonction f € L1(R) et h € R, la symétrisée f de f et la translatée 7, f de f
par h sont définies, pour x € R, par f(z) = f(-z) et mpu(x) == u(z - h).

2. Montrer que (o) et (&) sont des approximations de 1’identité.

En déduire que () est une approximation de 1’identité.

4. Montrer que (¢} ) n’est ni asymptotiquement normalisée, ni asymptotiquement locale.

[98)

6. Approximations de I’identité et convergence en norme L?
Commengons par un lemme qui nous sera utile dans un instant.
Lemme 6.1. — Etant donné f € L1(R), I'application linéaire Ty : L1(R) — L1(R) définie par :
Ty(u) = f *u,
est continue et vérifie |T¢| = | f|1.

Démonstration. — Commengons par observer qu’il suit de I’inégalité (1) que ’on a, pour u € L1 (R)
vérifiant |uf, =1:
1T )| < [ f el =151

Il s’ensuit que 7 est continue et que 'ona |T%| < | f|1.
Soit a présent (\;) I’approximation de I’identité introduite dans I’Exemple 4.5 (ou n’importe quelle
approximation de 1’identité normalisée). Il vient, pour tout k € N (puisque I’on a | Ag[; = 1) :

1T (M) < 1T
Or on a, pour k € N (en utilisant I’Exercice 4) :
Te(M)=f*M=M*f—>f, k->oo dansL'(R).
Il s’ensuit que I'on a :

[0 2 Jim [T (M) = T [Ag o+ flly= [ fe

Le lemme est ainsi démontré. [ ]
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A l’aide du lemme précédent et du principe de la borne uniforme, on peut montrer que, si une
approximation de 1’identité non positive n’est pas toujours asymptotiquement normalisée, elle est
néanmoins toujours bornée en (semi-)norme L.

Proposition 6.2. — Soit () € LY(R) une approximation de l’identité. Dans ces conditions, on a
toujours :

sup |kl < +oo.
keN

Démonstration. — Définissons, pour chaque k£ € N, un opérateur linéaire et continu 7} ¢
L(LY(R),LY(R)) par Ti(u) := ¢ * u. Si u € L}(R) est fixée, on sait que () * u) converge
dans £!(R) vers u ; il s’ensuit que cette suite est bornée dans L(R), i.e. que I'on a :

sup | Ty (w) |1 = sup or * ufy < oo.
keN keN
Le principe de la borne uniforme (Théoréme 3.1) assure dés lors (puisque £!(R) est complet) que
I'ona:
M :=sup |1} < +oo.
keN
En vertu du Lemme 6.1, on trouve donc :

sup | @x |1 = sup |Tx| = M < +oo.
keN keN

La démonstration est compléte. [ ]

Etant donné une approximation de 1’identité ((;,), il suit du Théoréme 1.1 que ¢y, * u est bien
défini pour tout u € LP(R) avec 1 < p < co. Nous allons montrer que, siona 1 < p < oo, alors (py. * u)
converge vers v aussi en (semi-)norme L?.

Proposition 6.3. — Soient () une approximation de l’identité et 1 < p < oo un réel. Pour tout
u € LP(R), la suite (py, * u) converge vers u dans LP(R), i.e.on a :

lon *u—ul, >0, k- co.

Démonstration. — On peut évidemment supposer que I’on a 1 < p < co. On sait, au vu de la Propo-
sition 6.2, que 'on a :
K :=sup [Jpg|1 < +oo.
keN

Affirmation 3. — Pour tout v € KL(R), la suite (¢, * v) converge vers v dans LP(RR).

Pour démontrer cette affirmation, fixons v € KL(R) et soit M > 0 un réel tel que I’on ait |v| < M
sur R. On calcule, pour k € N et tout x e R :

o xo@)l < [ len(@=pllo@ldy <M [ oo -pldy < Ml < KM,
Pour k e Net z € R, on écrit donc :
[ * v(@) —v(@) =[x+ v(@) —v(@)P - lor * v(@) —v(@)] < (K + 1P MP g+ v(@) - v(@)].
Il vient donc, pour £ € N :
lon v =v[b < (K + 1)P MY gy + 0 = v,

et il résulte dés lors aussitét de ce que (i) est une approximation de I’identité, que I’on a
lpx * v —=v|, = 0, k - co. L’affirmation est donc démontrée.
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Pour achever la preuve de la proposition, fixons u € LP(R) et ¢ > 0. Il existe, par la densité de
K(R) dans £LP(R), un v € K(R) vérifiant |u - v||, < z55. On calcule alors, pour k € N :
lson * w—ulp < ok * u = x vy + [ * v =vlp + v —ul5.

Or on a, en utilisant I’inégalité (1) du Théoréme 1.1 :

€ K
liw s u= i vl = low s (=)l < D=l € =l < oo <
Il vient donc, pour £ € N :
loon * u=ulp <&+ o v=vp
On trouve alors, en vertu de I’ Affirmation 3 :
i gy % u - ul, < .
Comme ceci est valable quel que soit € > 0, il vient :
0< lim [y, #u = ul, < lim g * u - ul, <0,
k*)DO —> 00
ie limy e |@r * u—ul, =0; c’est ce qu’il fallait démontrer. |
Exercice 9 (Régularisation). — 1. Soient 1 < p < oo un réel, ¢ € €°°(R) une fonction indéfini-

ment dérivable et & support compact ainsi que u € LP(IR). Montrer que ¢ * u est de classe €
sur R et que I’on a, pour tout k € N* :

(9 u)® = o® x

Indication. Commencer par supposer que k& = 1 et calculer, pour x € R et h # 0, le quotient
différentiel :
pru(z+h)—p=u(r)
Y .
2. Soit (p ) une suite régularisante comme dans I’Exemple 4.6. Montrer que I’on a pyxu € LP(R)n
%> (R) pour tout k € N.
3. Conclure que £LP(R) n ¢>°(R) est dense dans £P(R), puis que €.>°(R) est dense dans £P(R).

L’approximation de I’identité introduite dans I’Exemple 4.5 donne aussi lieu a la convergence
presque partout dans £P(R).

Proposition 6.4. — Soit (\,) ['approximation de I’identité introduite dans I’Exemple 4.5. Pour tout
l<p<ooettoutueLP(R), ona:

A *u—u, k- oo presque partout sur R.

Démonstration. — Fixons u € LP(R) et commengons par observer qu’il résulte de I’inégalité de
Holder que u est localement intégrable : si K est compact, on a en effet u = uy i sur K, et il est clair
que 'onawu e LP(K) et xx € LV (K) ou’on a défini 1 < p’ < oo par 1/p+ 1/p’ = 1. La proposition
résulte alors de la version forte du théoréme de dérivation de Lebesgue puisque 1’on écrit, pour z € R”
etkeN:

N (@) =270 [ X oy (o = y)uy) dy

1
zzk—2f e - dy = /
RX[a[: 27k 242 k](y)u(y) Y |[1’ _ 2_k,l‘ i 2—k] [5-2-k z42-k] u,

en utilisant le fait que 'ona x —y € [-27%,27%] si et seulement si 'onay € [z -2,z +27F]. =
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Remarque 6.5. — En général, étant donné une approximation de 1’identité (), unréel 1 < p < oo
et u € LP(R), on sait que (py * u) converge dans LP(R) vers u; il s’ensuit qu’il existe une suite
strictement croissante d’entiers (k;) telle que (¢, * u) converge presque partout vers u ; en revanche,
cette sous-suite dépend généralement de u.

L’approximation de 1’identité que nous avons appelée dérivation de Lebesgue a cette propriété
supplémentaire que (A, * u) converge presque partout vers u pour tout u € LP(R).

Nous allons voir, dans la section suivante, que pour p = 2, toute approximation de I’identité (posi-
tive ou non) contient une sous-suite donnant lieu a la convergence presque partout pour toute fonction
de L2(R) ; cette suite sera dite universelle au sens ou elle ne dépend pas de la fonction choisie.

7. Un théoréme de J. Rosenblatt
Nous avons annoncé le théoréme suivant ; il a ét€ démontré en 2008 par J.M. Rosenblatt.

Théoréme 7.1 (Rosenblatt, 2008). — Si (¢r) S L2(R) est une approximation de 1’identité (non

nécessairement positive), alors il existe une suite croissante d’entiers (k;) telle que, pour tout u €
L2(R), on ait :

Pl * U = U, [ - oo, presque partout sur R.

Démonstration. — Commengons par poser K := supy.y [¢x|l1 < +oo (on sait que cette borne supé-
rieure est finie en vertu de la Proposition 6.2).

Affirmation 4. — La suite () converge uniformément vers 1 sur tout intervalle fermé borné de
R.

Fixons n € N et choisissons v,, € .%(R) vérifiant v,, = 1 sur [-n,n]. Il existe donc f, € #(R) ¢
L1(R) vérifiant f,, = v, sur R; on a donc f, = 1 sur [-n,n]. On a alors, en utilisant I’inégalité (4) :

sup @ — 1| = sup |@rfn — fal Ss%plgok * fo = fal <ok * fo = fal1

[-n,n] [-n,n]

Puisque () est une approximation de I’identité, il vient | * f, — ful1 = 0, & = oo ; il s’ensuit
que (py) converge uniformément vers 1 sur [-n, n], ce qui achéve la démonstration de I’affirmation.

Notons a présent, pour k € N, dy := o — \g, ou (\x) est I’approximation de I’identité définie dans
I’Exemple 4.5. En appliquant a () et (\) affirmation précédente, on voit que (d;) converge
uniformément vers z€ro sur tout intervalle fermé borné de R. En outre, il vient, pour k € N :

ldkl1 < loelr + | Ae] < K +1.
On a donc supyqy |[di |1 < K + 1.

Affirmation 5. — 1l existe une suite strictement croissante d’entiers (k;); telle que I’on ait, sur R :
2 ldi | < (K +2)°.
1=0

Pour démontrer cette affirmation, on se propose de construire inductivement une suite (k;) d’en-
tiers tels que 1’on ait, pour tout m € N :

mo 1m2
<o ()T
s%p;m + 5

Posons, pour simplifier les notations, K, := [K +2- (%)mf pour chaque m € N il est clair que
(K )men est croissante, que 'ona Ky = (K +1)% et K,,, > (K + 1)2 pour tout m € N*,
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Pour construire la suite (k;), commengons par observer que 1’on a, en vertu de 1’inégalité (4) :

sup |do|? < [|do|? < (K +1)% = Ky;

on peut donc prendre kg = 0.

Supposant, pour m € N, que I’on ait construit des entiers kg < k1 < kg < --- < k,,, ayant la propriété
voulue, commengons par choisir, en vertu du lemme de Riemann-Lebesgue, un intervalle fermé borné
I de R tel que I’on ait :

sup > |djy|* < K1 — (K +1)2,
RN =0

Puisque la suite (dy, ) ey converge uniformément sur [ vers 0, choisissons également un entier &, >
k., tel que I’on ait :
Sup |dkm+1 ’ S Km+1 - Km
I
Observons a présent que si x € I est donné, on a :

m+1 m

Z |Cikl(x)‘2 = Z |CZ}€Z(QJ)‘2 + |Czkm+1(x)|2 S Ko+ K — Ky = K1
=0 l

-0
Si, d’autre part, x € R \ [ est donné, il vient :

m+1 m

S i (@) = 3 Vi (1) + [diy o ()
7=0 =0
R 2
< Koy - (K +1)% + (sup|dkmﬂ|) < Koo (K +1)% + [diy 2 < Ko,
R

de sorte que k1 jouit de la propriété requise. La démonstration de 1’affirmation est donc compléte.

Revenant a la démonstration du théoréme, fixons u € £2(R) et posons, pour m € N :
m
S = |d, + ul?.
1=0

Utilisant 1’égalité .7 (dy, * u) = czklﬁ (u) valable presque partout sur R pour tout / € N ainsi que
I’identité de Plancherel a plusieurs reprises, on trouve pour tout m € N :

‘/ngkl*u|2:ng|§(dkl*u)P:fR(l_iOdilyy(u)P
s(K+2)2[R‘y(u),2:(K+2)fR|u|2<+oo7

I1 suit dés lors du théoréme de convergence monotone que la série Y,y |dg, * u|? converge presque
partout sur R vers une fonction intégrable ; puisque le terme général d’une série convergente tend
vers zéro, il vient donc, presque partout sur R :

llim di, *u = 0.
Or on a, presque partout sur R, pour tout / € N :
Oy * U= dj, * U+ A, * UL

Comme on sait, en vertu de la Proposition 6.4, que I’on a Ay, * u — u, [ — oo presque partout sur R,
il résulte des deux égalités précédentes que I’on a :

YK, *u—>u, [—oo presque partoutsur R.



APPROXIMATIONS DE L’IDENTITE ET INEGALITES MAXIMALES 17

La démonstration est complete. [ ]

Remarque 7.2. — J. Rosenblatt a montré que le résultat précédent possédait un analogue dans
LP(R) pour tout 1 < p < oo. Pour p = 1, et pour les approximations de 1’identité positives, un
énoncé¢ du méme type demeure vrai; cela a été¢ établi, indépendamment, par S. Kostyukovsky et
A. Olevskii en 2005/2006, et par P. LaVictoire en 2010 (et en utilisant des techniques légérement
différentes). Bien sir, le cas p = 2 est particulier (et plus simple a exposer) grace a I’efficacité des
techniques hilbertiennes. Les sections suivantes sont destinées a nous permettre d’établir le théoréme
de Kostyukovsky-Olevskii et LaVictoire.

8. Un théoréme de Sawyer-Stein pour les approximations de I’identité positives

Etant donné une approximation de I’identité positive (;) € LL(R), il existe un lien intime entre
la convergence presque partout de la suite (i * u) pour tout u € LP(R), et la fonction maximale
associée a cette approximation de I’identité. Ce lien est exprimé par le principe de Sawyer-Stein ci-
dessous (voir le Théoréme 8.10). Avant d’arriver a ce résultat, identifions déja un lien entre cette
fonction maximale et la convergence presque partout de (¢, * u) pour tout u € LP(R), dont la preuve
rappellera celle du théoreme de dérivation de Lebesgue.

Définition 8.1. — Etant donné une approximation de 1’identité (¢ )rewy € L1(R) et u € £P(R) pour
1 < p < oo, on appelle fonction maximale a cette approximation de I’identité la fonction M, u définie
pour z € R par :

®) Myu(z) = sup |y * u(z)|.
keN

I1 est clair que cette fonction, obtenue comme la borne supérieure d’une suite de fonctions Lebesgue-
mesurables sur R, est Lebesgue-mesurable sur R.

Proposition 8.2. — Soient () € L1(R) une approximation de [’identité positive et 1 < p < co un
réel. S'il existe une constante C' > 0 telle que [’on ait, pour tout u € LP(R) et tout A >0 :

C
(6) {z eR: Mou(z) > A}l < —fulp,

ou M,u désigne la fonction maximale de u associée a () par (5), alors, pour tout v € LP(R), la
suite (gpk * u) converge presque partout sur R vers u.

Remarque 8.3. — L’inégalité (6) est souvent appelée une inégalité de type faible (p, p). Elle rappelle
I’inégalit¢ de Markov et I’inégalité de Tchebytcheff, qui assure que si 1 < p < oo, un ensemble
Lebesgue-mesurable A € R, une fonction mesurable f : R — R et A > 0 sont donnés, alors on a :

) freA: f@l> A< [ 1P,

ou I’intégrale s’interpréte comme +oo lorsque |f[P n’est pas intégrable sur A (auquel cas 1’inégalité
ci-dessus n’apporte aucune information).

En posant Ay := {x € A : |[f(z)| > A} (qui est évidemment Lebesgue-mesurable), cette inégalité
suit immédiatement du fait que I’on a, sur R, APy 4, < |f[Pxa et donc aussi, par intégration de cette
derniére inégalité sur R dans le cas ou | f|P est intégrable sur A :

Vi< [ 1P =111z
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Démonstration. — Pour f € LP(R), on définit une fonction wy : R — [0, +o0] pour z € R par :
wp() = i | () - o1+ S ()]

Il suit immédiatement de cette définition que I’on a wy < |f| + M f pour tout f € LP(R), ou M f :=
M, f est la fonction maximale de f associée a () par la formule (5) (on omettra, dans la suite de
cette démonstration, I’indice ). En outre, puisque () est une approximation de 1’identité positive,
il suit de la Proposition 5.1 que () est asymptotiquement normalisée et asymptotiquement locale.
Par I’ Affirmation 1 dans la démonstration de la Proposition 4.3, on sait donc que (py * g) converge
uniformément vers g pour tout g € K(R). Il s’ensuit que I’on a w, = 0 partout sur R pour tout
g € K(R). Finalement, comme il est facile de voir que pour tous f, g € LP(R) ona wy,, < wy + w,
sur R, il vient sur R, pour f € LP(R) et g € K(R) :

Wf=Wfgrg SWrgtwyg=wsy € wrg<wp+w_g=uwy,

puisque I’on a w, = 0 partout sur R ; on a donc, sur R, wy = wy_g.

Fixons a présent u € LP(R). On va montrer que 1’on a w,, = 0 presque partout sur R, ce qui suffira
a conclure. Pour cela, commengons par fixer A > 0 et montrons que 'on a [{z € R : w,(x) > A}| = 0.
A cet effet, posons E) = {x € R:w,(x) > A}, fixons € > 0 et choisissons, par densité de C(R) dans
LP(R) (voir I’Exercice 3), une fonction v € IL(R) vérifiant |u — v|, < €. On vient de voir que I’on a
Wy = Wy—p sur R. Si x € £ est donné, alors on a, puisque I’on a w,,_, < |u—v|+ M(u—-v) surR:

M (u=v)(@) +[(u=0)(@)| 2 W f(x) = wp(x) > A

Il vient donc nécessairement soit M (u —v)(x) > A\/2, soit |(u—v)(x)| > A/2 (sans quoi on aurait
|(u=v)(x)|+ M(u-v)(x) <A/2+A/2=)). Autrement dit, on a :

A A
EAE{zeR:M(u—v)(x) >§}u{xeR:|(u—v)(x)|>§}.
Il vient donc en particulier :
{xeR:M(u—v)(x) >%}
Or on a, par I’hypothése (6) :
< lu-olp < 52

{xeR:M(u—v)(m)>%} /\p

tandis qu’il résulte de 1’inégalit¢ de Markov (voir I’équation (7) dans la Remarque 8.3 ci-dessus) que
I'ona:

|E,\| < +

{$ eR:|(u-v)(x)] > %}|

2C 2CeP

A 2 2eP
{:1: eR:|(u-v)(x)|> 5}‘ < §||u—v||§ < "

11 vient donc finalement :

1+C
|E)\|32€p~ v

Comme ¢ > 0 est arbitraire dans 1’inégalité précédente, on trouve par conséquent |E,| = 0.
Il vient finalement :
{zeR:w,(z)>0}=J{reR:w,(z)>27"} = Eyr.
keN neN
La sous-additivité de la mesure extérieure de Lebesgue assure des lors que ’on a :

o0

{z e R:w,(z) >0} <> |Eyse| =0,
k=0
c’est-a-dire que 1’on a w,, = 0 hors d’un sous-ensemble négligeable de R. C’est ce qu’il nous fallait
démontrer. =
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La Proposition 8.2 admet une réciproque lorsque 1’approximation de I’identité () est localisée
(au sens ou il existe un compact hors duquel toutes les fonctions ;. sont nulles presque partout),
comme nous le verrons ci-dessous. Avant de pouvoir I’établir, il nous faut énoncer et démontrer
quelques résultats préliminaires.

Lemme 8.4. — Soient (ay) € R* et (by,) € R% deux suites de réels positifs. On suppose en outre que
(br) est bornée et que l'on a limy_, o, Z—Z = +o0. Dans ces conditions, il existe une suite strictement
croissante d’entiers (k;); € N et une suite d’entiers non nuls (m;), € N* telles que l’on ait :

[ee] o0
Zmlakl < +o00 et Zmlbkl = +00.
1=0 1=0

Démonstration. — Choisissons une suite (k;); € N strictement croissante de sorte que 1’on ait, pour
tout [ e N :

b

B> (1+1)2

ag,

Pour [ € N, on choisit m; € N* un entier non nul vérifiant :

1 1
— < <24 —mr—.
U+ a2 U+ 1)a,
Il est facile, a présent, de montrer que (k;) et (m;) vérifient les conditions demandées. |
Lemme 8.5. — Soient A ¢ [0,1] et B ¢ [0,1] deux ensembles Lebesgue-mesurables. Dans ces

conditions, il existe x € R tel que [’on ait :
1
|[An(z+ B)|> §|A||B|

Démonstration. — Comme le résultat est clair si I’on a |A| = 0 ou | B| = 0, on peut supposer que 1’on
alA|l>0et|B|>0.

Définissons une fonction intégrable 1 sur R par n := x_p * x 4. [l résulte des théorémes de Tonelli
et Fubini et d’un changement de variable que I’on a :

Lon= [y [ x-s@-yde= [ dyxat) [ x-s()dz=|AIBL

En outre, on voit facilement que I’'onan = Ohorsde [-1, 1] (siona |z| > 1, alors il vient x 4 (y) x-5(z—
y) = 0 pour tout y € R).
Si I’on avait n(z) < £|A||B| pour tout z € R, il viendrait alors :

2
alBl= [ 0= [ n<ZlAlB)
R [-1,1] 3

ce qui serait absurde. Il existe donc z € R tel que ’on ait n(x) > 5|A||B|. Il vient alors :

1
SHIBl<n@) = [ xa@x-s-p)dy= [ xen)dy =140 @+ B)]
et la démonstration est compléte. [ ]

Lemme 8.6. — Soit (Ay)en une suite de parties Lebesgue-mesurables contenues dans [0, 1] et qui
vérifient Yoo | Ax| = 00. Dans ces conditions, il existe une suite (x;,) € R telle que [’on ait :

[O, 1] A U(l’k +Ak) =0.

keN
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Démonstration. — Pour démontrer ce lemme, construisons la suite () de proche en proche. A cet
effet, posons xy := 0; si zg, ..., x, ont é&é construits pour un entier n € N, soit z,,,; € R un réel
associé a A := [0,1] N Up_o(ar + Ax) et B := A, par le Lemme 8.5. Pour n € N, notons p,, la
proportion de points de [0, 1] recouverte par les x; + A, 0 <k <n :

- ‘[0,1] 2 U + Ap)|.

k=0

On écrit alors, pour n € N :

Pn+1 =Pn t

[[o, 1]~ Q)(xk ; Ak)] A (1 + Ayir)

1
|xn+1 N An+1| =Pn*t 5(1 _pn)|An+1|7
k=0

2pn+%‘[0 18 U+ Ay)

c’est-a-dire : )
Pn+1 — Pn 2 5(1 _pn)|An+1|'

Il est clair que (p,, )nen, croissante et majorée par 1, est convergente ; posons p := lim,,_, ., p,, de sorte
que ’ona 0 <p < 1. Sil’on avait p < 1, alors on trouverait, pour chaque n € N :

1
Pn+1 — Pn 2 5(1 _p)|An+l|>

et la série ¥,y (Pns1 — pn) serait divergente puisque Y.y |Ax| 'est; ¢’est absurde puisque (py, )nen
converge. On a donc p = 1, c’est-a-dire :

1= lim p, = lim
n—oo n—>oo

I

U(l’k +Ak

‘ 0,110 J(zx + Ar)

keN

il vient donc, comme annoncé :

[0, 1]~ U (i + Ax)

keN keN

:1—‘[0,1]mU(mk+Ak) =0

Lemme 8.7. — Soit (Ay)ren une suite de parties Lebesgue-mesurables contenues dans [0, 1] et qui
vérifient Y oo |Ax| = oo et soit I € R un intervalle de longueur 1. Dans ces conditions, il existe une
suite () € R et un ensemble Lebesgue-négligeable N < I tels que [’on ait :

(8) INN< () UG+ Ap).
neN k>n
Démonstration. — On peut évidemment supposer que ’ona I = [0,1].

Notons b: N x N - N une bijection telle que, pour chaque j € N, on ait 3% [Ap(; 1| = +00. Etant
donné j € N, on sait, par le Lemme 8.6, qu’il existe une suite (x; ien telle que ’on ait | N;| = 0, ou
I’on a posé :

N; :=[0,1]~ ZL%(:BQ,I + Ap(in))-

On pose ensuite N = U;en N et, pour & € N, z;, = xg,l(k). Pour voir que N et (x;) vérifient
I’équation (8), fxons = € [0, 1]\ N et n € N. Pour chaque j € N,ona z € [0,1] ~ N, et il existe donc
l; e N'tel que 'on ait z € 27, + Ay(;y,). Or ensemble :

{b(]al]) ] EN} cN
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est infini, et il existe donc j € N tel que ’on ait & := b(7,{;) > n. Mais il vient alors :
T € x;,lj + Ay = x{)_l(k) + A = a1 + Ay,
et le lemme est démontré. [

La proposition suivante est un résultat de presque recouvrement « infiniment souvent ».

Proposition 8.8. — Soit (Ay,) ey une suite de parties Lebesgue-mesurables dont la réunion est bor-
née, et qui vérifient Y p |Ax| = oo. Dans ces conditions, il existe une suite (y,)ken de réels telle
que, pour presque tout x € R, on ait v € xj, + Ay, infiniment souvent, c¢’est-a-dire telle que, pour un
ensemble Lebesgue-négligeable N C R, on ait :

RNNc () Uk + Ag).

neN k>n

Démonstration. — Pour fixer les idées, supposons que 1’on ait A, € [0, 1] pour tout k& € N (on peut
toujours ce ramener a cette situation a 1’aide d’une similitude).

Notons alors b : N x N — N une bijection telle que, pour chaque j € N, on ait 3% | Ay )| = +0o.
Soit également (/;) v une suite d’intervalles de longueur 1 telle que 1’on ait R = Uy I;. Par le
Lemme 8.7, il existe pour chaque j € N, une suite (iB; i )Jeen € R etun ensemble Lebesgue-négligeable
N; ¢ I; tels que I’on ait :
©) Iis Ny (Y U@+ Avn)-

neN [>n

!
b1 (k)"

RN Nc U Uz + Ap).

neN k>n

On pose a présent IV := U en N et, pour k € N, 7, := & On a alors :

Pour voir cela, fixons z € R\ N et n € N. Il existe évidemment un entier j € N tel que 'on ait z € I;.
Onaalors x € I; N\ N ¢ I; N~ N;. Il résulte dés lors de I’inclusion (9) que I’ensemble :

{l eN:zxe I;}l + Ab(j,l)}
est infini. Par conséquent, I’ensemble :
{keN:zweay )+ A} 2{0(j,1) : le N,z eal, + Ay}

est infini lui aussi ; il existe donc k& > n tel que I’on ait = € 33{,_1(k) + Ay = xp + Ay, et la proposition

est démontrée. [}

La proposition suivante est une forme de « réciproque » a la Proposition 8.2 sous I’hypothése de
« localisation » de I’approximation de 1’identité en jeu.

Proposition 8.9. — Soit (1) € LL(R) une approximation de [’identité positive et 1 < p < oo un
réel. On suppose qu’il existe un intervalle borné en dehors duquel on a ¢, = 0 presque partout pour
tout k € N, et que, pour chaque v € LP(R), la fonction maximale M, u de u associée a (py) par
la formule (5), vérifie M,u < +oo sur un ensemble de mesure (extérieure) de Lebesgue strictement
positive. Dans ces conditions, il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout u € LP(R) et tout
A>0, on ait :

C
{zeR: Myu(z) > A} < ﬁHqu

Démonstration. — Pour alléger les notations, on écrira, dans cette démonstration, Mwu au lieu de
Mgu.

Commengons par nous restreindre aux cas ou u est localisée dans un intervalle de longueur 1. Plus
précisément, montrons 1’affirmation suivante.
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Affirmation 6. — Soit K un intervalle de longueur 1. Il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour
tout u € LP(R) vérifiant u = 0 presque partout hors de K, et tout A > 0, on ait :

c
Hz e R: Mu(z) > \}| < EHUH%

Pour démontrer cette affirmation, commengons par remarquer que 1’on peut supposer, sans perte
de généralité, que I’on a K = [0, 1]. Rappelons aussi qu’il existe, par hypothése, un intervalle borné
hors duquel on a ¢, = 0 presque partout pour chaque k£ € N. Il est alors facile de voir que I’on peut
trouver un entier N € N tel que ’on ait ¢, * u = 0 partout hors de I’intervalle [ := [-N, N ], pour tout
k € N et toute fonction u € £P(R) vérifiant u = 0 presque partout hors de [0, 1]. Si u € LP(R) est une
telle fonction et que A > 0 est donné, on a alors :

{reR: Mu(x)> A} ={xel: Mu(x)>\}.

Procédons par 1’absurde, et supposons que 1I’Affirmation 6 soit fausse. Pour chaque k£ ¢ N, il
existerait donc un réel \; > 0 et une fonction vy, € LP(R) vérifiant v, = 0 hors de [0, 1] et tels que
’on ait, pour tout k € N :
3kp
Ak
Quitte a remplacer, pour chaque k € N, vy, par |v;] et a tirer profit de I’inégalité M |v,| > Muwy, aisée a
vérifier sur R, on peut supposer que I’on a v, € L% (R) pour tout k € N, i.e. que (vy,) est en outre une

suite de fonctions positives.
Pour tout & € N, cette inégalité se récrit, en posant wy, := 28Xty € LY (R) -

Kz el: Mug(z)> A} =[{z e R: Mug(x) > M\ }| >

o[-

3P \*
{zel: Mwg(x)> 2"} > (g) lw b ;

remarquons au passage que cette inégalité implique en particulier que I’on a ||wy|, > 0 (sans quoi wy,
serait nulle presque partout, et I’inégalité précédente se lirait O > 0, ce qui serait absurde). Les suites
de réels (strictement) positifs (ay) et (by) définies pour k € N par :

ap = |wlb et by = [{zel: Mwy(z)> 2"},

vérifient donc les hypothéses du Lemme 8.4. Il existe donc, en vertu de ce dernier lemme, une suite
strictement croissante d’entiers (k;); € N et une suite d’entiers non nuls (m,;) ¢ N telles que ’on
ait Y72, myay, < +o0o et Y75 myby, = +oo. Définissons alors une suite (ug)rey € L% (R) en posant
Uy = wy, pour 0 <k <mg—1et,sileNestdonné:

l I+1
Up =Wy, pour » m;<k< (Z mj) - 1.
=0 =0

Autrement dit, (uy) est la suite :

Wiy oo oy Wy Wiy s o ooy Wiy y Whgy o ooy Whegy - - -

myg fois mq fois mo fois

ou chaque fonction vy, [ € N est répétée m; fois. Il vient par conséquent :

o0 [ee) [ee)
(10) Yo luwlh =" mufwg [ = D" muag, < +oo.
k?=0 l=0 l:O

Définissons aussi une suite (A) € R* en posant Ay, := 2k pour 0 < k < mg—1et, sil € N est

donné :
l +1
Ay = 2R+ pour ij <k< (Z mj) - 1.
3=0 3=0
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Il vient alors limy_o, Ay = +oco et on écrit, en posant Ay, := {x € I : Mug(x) > Ay} pour chaque
keN:

(11) Z|Ak| Z|{xel Mug(z) > A} = Zml|{xe[ Muwy, (z) > 2k }| = +oo.

k=0 k=0

Observons aussi que I’ensemble A, est Lebesgue-mesurable pour tout &k € N.
Choisissons a présent, en vertu de la Proposition 8.8, une suite (z;) € R de nombres réels tels et
un ensemble Lebesgue-négligeable N ¢ R tels que I’on ait :

"WNc m U(mk+Ak)

neN k>n

Définissons aussi, pour chaque & € N, une fonction 1, € L% (R) par la formule suivante pour z € R :

() = u(x - xp).

Définissons a présent une fonction « sur R en posant, pour x € R :

i(x) = SUpPgey Uk () st (g (7)) ren est bornée,
u =
0 sinon.

Il vient, sur R :
~ ~p
0<ar < Z (1
k=0
Or on a, pour tout n € N, en utilisant le théoréme du changement de variables :

Sy [u= 3l s 3 g <
Rk=0

I1 suit donc du théoreme de convergence monotone que la série de fonctions Y. @) converge presque
partout sur R vers une fonction intégrable ; le théoréme de comparaison assure des lors que u? est
intégrable sur R, c’est-a-dire que I’on a @ € L% (R).

SikeNetxex,+ A sont donnés, écrivons = = x, + y avec y € Ay. On calcule alors, pour [ € N,
en effectuant un changement de variable :

gpl*ﬂk(x):/légol(x—z)ﬂk(z)dz=v/}égm(x—z)w(z—m)dz
:A@l(w—xk—t)uk(t)dt:/ka(y—t)uk(t)dt:gol*uk(y).

I1 vient donc :
Miu(x) > Mg (x) > sup g, * Ug(x) = sup @ * ugp(y) > Ag,
leN leN

puisque 'on a y € A;.
Finalement, si x € R \ N est donné, on sait que pour tout n € N, il existe £ > n tel que I’on ait
x €z, + Ay et donc aussi :

Comme ona Ay, — o0, k > oo, ceci montre que I’ona M(x) = +oo. Il vient donc M u = +oo presque
partout sur R, ce qui contredit les hypothéses de la proposition et acheve la preuve de I’affirmation.

Pour démontrer la proposition dans le cas général, fixons u € LP(R) et A > 0 et observons que I’on
a, partout sur R :



APPROXIMATIONS DE L’IDENTITE ET INEGALITES MAXIMALES 24

[ee)
j=—oc0

Posons alors, pour j € Z, u; := uxy;,j41- On a donc u = 3

oo
P _ p
ur= Z“j7

j=oo

u; sur R, mais aussi, sur R :

d’ou I’on tire également [u|y = X7, [u;|}. Posons par ailleurs, pour j € Z, I; := j + I. Il est clair
que 'on a Mu; = 0 hors de I; pour tout j € Z et on voit sans difficulté¢ que I’on a aussi, sur R :

Mu < Z Mu;.
j=—o0
En outre, observons que, pour tout = € R, I’ensemble {j € Z : = € I,} contient au maximum 4N + 2
éléments (rappelons que 'ona [ = [-N,N] et qu’il vientdonc [; NI, = (j+I)n(k+1) = &si
|7 — k| >2N). Si x € R est tel que I’on ait Mu(x) > A, il vient alors :

A< Mu(z) < Y Muj(z) =) Mu;(z);
j=—o00 JeZ
336]]'

comme la derniére somme compte au maximum 4N + 2 termes, il existe donc au moins un j € Z

vérifiant x € I; et Mu;(x) > 7. Il vient donc, pour résumer ce qui précéde :

eR: M >\}c eR: Mu; > :
{re R Mu(@)> 2 £ U [ R Mu(0) > 1|
En utilisant alors la sous-additivité de la mesure (extérieure) de Lebesgue et I’ Affirmation 6 pour

chaque fonction u;, j € Z, on trouve dés lors :

{z eR: Mu(z)> A} < i

j=—o00

A
R:Mu;
{xe uj(x)>4N+2H

c(4N +2)P & c(4N +2)P
< L hulp= T

A
La proposition s’en déduit avec C' = ¢(4N + 2)P. u
Le théoréme suivant résume ce que nous avons établi dans cette section.

Théoréme 8.10 (Principe de Sawyer-Stein pour les approximations de I’identité positives)

Soit (¢r) € LL(R) une approximation de ’identité positive et 1 < p < oo un réel. On suppose
qu’il existe un intervalle borné en dehors duquel on a vy, = 0 presque partout pour tout k € N. Les
conditions suivantes sont équivalentes (on note M u la fonction maximale de v associée a () par
la formule (5)) :

(i) pour tout u € LP(R), la suite () * u) converge presque partout sur R vers u ;

(ii) pour tout u € LP(R), on a Myu < +oo presque partout sur R ;

(iii) pour tout u € LP(R), on a M,u < +oo sur un ensemble de mesure de Lebesgue strictement
positive ;

(iv) il existe C > 0 tel que, pour tout u € LP(R) et tout X > 0, on ait :

C
{zeR: Myu(z) > A} < EHU“?

Démonstration. — Que (i) implique (ii) résulte du fait que si (. * u) converge presque partout sur
R pour u € LP(R), alors pour presque tout x € R, la suite convergente (¢ * u(x)), est bornée, de
sorte que I’on a :
Myu(z) = sup |@g * u(z)| < +oo.
keN
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Il est clair que (i1) implique (iii). La Proposition 8.9 affirme précisément que (iii) implique (iv).
Finalement, il résulte de la Proposition 8.2 que (iv) entraine (i). ]

Le dernier résultat de cette section permet souvent de ramener un probléme de convergence presque
partout pour une approximation de I’identité (positive) donnée, au probléme correspondant pour une
approximation de 1’identité « proche » de la suite initiale.

Lemme 8.11. — Soient (py) € L1(R) et (¢r) € LL(R) deux approximations de I’identité et 1 < p <
oo un réel. On suppose qu’il existe un intervalle borné en dehors duquel on a 1y, = 0 presque partout
et quel’'ona:

(12) S ook - il < +oo.
k=0

Supposons en outre que l'une des conditions équivalentes suivantes soit vérifiée (on note Myu la
fonction maximale de u associée a I’approximation de l’identité (y,) par la formule (5)) :

1) pour tout u € LP(R), la suite (U, * 1) converge presque partout sur R vers u ;
p ge presque p
i1) pour tout u € LP(R), on a Myu < +oo presque partout sur R ;

p P presque p

1) pour tout u € LP(R), on a Myu < +oo sur un ensemble de mesure de Lebesgue strictement
p ¥ g
positive ;

(iv) il existe C > 0 tel que, pour tout u € LP(R) et tout A > 0, on ait :

C
[z € R: Myu(w) > A} < .
Dans ces conditions, chacune des conditions suivantes est vérifiée (on note M,u la fonction maximale

de u associée a (py,) par la formule (5)) :

(a) pour tout u € LP(R), la suite (¢, * u) converge presque partout sur R vers u,
(b) pour tout v € LP(R), on a M, u < +oo presque partout sur R ;
(c) il existe C' > 0 tel que, pour tout u € LP(R) et tout X > 0, on ait :

Cl
[z eR: Mou(z) > A} < |ul.

Démonstration. — On sait, par le principe de Sawyer-Stein (Théoréme 8.10) que les conditions (i)
a (iv) sont équivalentes. Si I’'une d’entre elles est satisfaite, on sait donc qu’il existe une constante
C > 0 telle que, pour tous u € LP(R) et tout A > 0, on ait :

C
(13) {x e R: Myu(z) >)\}|Sﬁ||u||§.
Fixons a présent u € LP(R). On a, pour tout x € R :
[or * w(@)] < [(or =) * ul@)| + [ * u(z)]
< lpw = il * [ul(2) + Myu(z) < A Jul(z) + Myu(z),

ou A € L1(R) est donnée pour presque tout x € R par A(z) = Y52, |Ue(x) — wr(x)| et vérifie
IAllL = Xroo | or—1kll1 < +00 (le fait qu’il existe une telle fonction A € £1(IR) étant une conséquence
immeédiate de I’hypothese (12) et du théoréme de convergence monotone). Il vient donc, pour x € R :

Myu(x) < A |u|(z) + Myu(z).

Fixons a présent u € LP(R) et A > 0. Observons que si z € R vérifie M, u(x) > A, il vient alors
soit A« |ul(x) > A\/2, soit Myu(x) > \/2, de sorte que 1’on peut écrire :
A A
{xeR:A*|u|(x)>§} {weR:M¢u(x)>§}‘.

{z e R: Myu(z) > A} < +
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Or il résulte de I’inégalité¢ de Markov (voir la Remarque 8.3 ci-dessus) que ’'on a :

20 2p 27| A}
< oA ullp < G IARTulE = —lulb.

A
R:A —
{x € * Jul(x) > 2} >

D’autre part, il résulte de (13) que I’'on a :

A 2rC
. - p
{x eR: Myu(z) > 2} < ~ lul?.
On trouve donc finalement :
20(C' +||AD)
Hx eR: Mou(z) > A} < TlHqu

La condition (b) est donc satisfaite avec C” = 2°(C' + | A||}). Il résulte a présent de la Proposition 8.2
que la condition (a) est satisfaite. Comme (a) entraine facilement (b), la démonstration est compléte.
[ ]

Lemme 8.12. — Soient (1) € LL(R) et () € LL(R) deux approximations de [’identité et 1 <
p < oo un réel. On suppose qu’il existe un intervalle borné en dehors duquel on a vy =0 et Y =0
presque partout, et que l’'on a :

(14) > ok = 1 < +oo.
i=0

Dans ces conditions, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) la suite (@), * u) converge presque partout vers u pour tout u € LP(R) ;
(ii) la suite (¢, * u) converge presque partout vers u pour tout u € LP(R).

Démonstration. — 11 suffit évidemment de prouver que (i) entraine (ii), quitte a intervertir les réles
de (@) et (¢r).

Supposons donc que la propriété (i) soit satisfaite, et notons, pour tout u € LP(R), M, u la fonction
maximale de v associée a I’approximation de I’identité () par la formule (5), et M, u la fonction
maximale de u associée a (1) et définie pour = € R par la formule :

Myu(z) = sup iy + u(z)|.
keN

Puisque (i) est satisfaite, il est clair que pour tout u € LP(R) et presque tout x € R, la suite (pp*u(z))g
est convergente, et donc bornée, ¢’est-a-dire que I’on a M,u(x) < +oo pour presque tout = € R.
Fixons a présent u € LP(R). On a, pour tout x € R :

e * u(z)] < [(Yr = or) * u(@)| + |op * u()]
< bk = pr| * [ul(2) + Myu(z) < A+ ful(z) + Myu(z),

ou A € L1(R) est donnée pour presque tout x € R par A(z) = Y72, |Ur(x) — wr(x)| et vérifie
1A = X520 [l or—1r]1 < +oo (le fait qu’il existe une telle fonction A € L1 (R) étant une conséquence
immédiate de I’hypothese (12) et du théoréme de convergence monotone). Il vient done, pour x € R :

Myu(x) <A |u|(z) + Myu(z).

Puisque ’on a M, u(x) < +oo pour presque tout = € R, il vient donc aussi Myu(z) < +oo pour
presque tout = € R.

On vient d’établir que, pour tout u € LP(R) et presque tout x € R, on a Myu(x) < +oo. Il résulte
dés lors du principe de Sawyer-Stein (Théoréme 8.10) que (1 * u) converge presque partout vers u
pour tout u € LP(R). |
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On se propose a présent de montrer, a titre d’exercice, que le principe de Sawyer-Stein a un équi-
valent dans les espaces probabilisés, et en particulier pour les approximations de 1’identité¢ dans
Lr(T).

Dans la suite, on travaille avec un espace probabilisé (€2,.% , ;1) et 1 < p < co. On pose, pour alléger
les notations, £P(£2) := LP(Q),.%, 11). On dit qu'un opérateur linéaire 7" : LP(§2) — LP((2) est continu
en mesure s’1l satisfait la condition suivante :

(CM) si (uy) € LP(2) et u e LP(K) vérifient |uy —u|, - 0, k - oo, alors pour toute >0 ona:

p({zeQ:|Tup(z) - Tu(z)| 2e}) -0, k- oco.

Exercice 10 (Principe de Banach). — On fixe a présent une suite (7}, ) d’opérateurs linéaires conti-
nus en mesure sur £P(£2) et on pose, pour u € LP(Q) et [ e N :

T*u(x) = sup|Tru(z)| et Tju(xr):= sup [T ()]
keN 0<k<l
On se propose de montrer que, dans ces conditions, on obtient I’énoncé suivant.

Théoréme 8.13. — Si, pour tout u € LP(2), on a T*u(x) < +oo0 pour u-presque tout x € S, alors
il existe une fonction décroissante C :]0, co[—]0, oo[ vérifiant C(\) — 0, X - oo, telle que [’on ait,
pour tout u € LP(S) et tout X >0 :

(15) p({z e Q: T u(x) > A|ul}) < C(N).

On pourra, a cet effet, supposer désormais que I’on a T*u(x) < +oo0 p-presque partout sur 2, pour
chaque u € LP(€), et procéder comme suit.

1. Fixer € > 0 et montrer que I’on a :

Lr(Q) = J{uelP(Q): p({x e Q: T*u(z) >n}) <e}.

neN

2. Montrer que, pour chaque n € N, I’ensemble
Fo={uelP(Q): u({x e Q:T*u(x) >n}) <e}

est fermé.
Indication. Démontrer (et utiliser) le fait que, pour chaque [ € N, I’opérateur 7}* est continu en
mesure en récrivant [, a I’aide des opérateurs 7}*.

3. Montrer qu’il existe par conséquent un entier ng € N, ainsi que ug € £P(£2) et § > 0 tels que I’on
ait :

p({x e Q:T*(ug+ov)(x) >ne}) <e,

pour chaque v € LP(§2) vérifiant |[v], < 1.
4. En déduire que 'on a :

,u({x €eQ:T*v(x) > 27?0}) < 2¢,

pour tout v € £P(§2) vérifiant |v], < 1.
5. Conclure.

Exercice 11. — Lorsqu’une suite (7)) d’opérateurs linéaires et continus en mesure sur £P(€2) vé-
rifie une condition du type (15), la convergence p-presque partout sur €2 de la suite de fonctions
(T)u) est assurée pour chaque u € L£P(2) deés qu’on la sait vérifiée sur une partie dense de £7(€2).
Le théoréme suivant le montre.
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Théoréme 8.14. — Soit (T},) une suite d’opérateurs linéaires et continus en mesure sur LP()) véri-
fiant ’inégalité (15) pour une fonction décroissante C' :]0, co[—]0, co[ vérifiant C'(\) — 0, A — oo.
Alors [’ensemble

C:={ueLP(Q): (Tyu) converge p-presque partout sur €2}
est fermé.

Pour prouver ce théoréme, on pourra procéder comme suit.
1. Poser, pour u e LP(Q) et x € ) :

R(a,u)= T [Tu(z) -~ Tu(x))

et montrer que ’on a R(x,u) < 2T*u(x).
2. En déduire que I’on a, pour u € LP(12) :

(o €05 R u) > Aul,} <€ (3),

pour tout A > 0.
3. En déduire que pour u € LP(2) etv e C,ona:

p({r €95 RG,u) > Au=vl,} <0 (5)

4. Déduire de ce qui précede que si u € adhzy (o) C est donné, alors on a pour tout € > 0 :

p({xeQ: R(zx,u)>e}) < 0(2_15)

5. Conclure que (7}u) est u-presque partout convergente.

Exercice 12. — Déduire des deux exercices précédents que si (7)) est une suite d’opérateurs ad-
missibles sur £LP() telle qu’il existe D ¢ LP(€2), dense dans LP(£2) avec la propriété que (Tpu)
soit p-presque partout convergente sur ) pour tout v € D, alors les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(1) (Tpu) est u-presque partout convergente sur €2, pour tout u € LP(2) ;
(ii) la suite (7},) vérifie une condition du type (15), avec C' :]0, co[—]0, oo décroissante et telle
que C'(A\) = 0, A > oo.

On suppose a présent que €2 est muni d’une famille & de transformations p-mesurables £ : 2 —
vérifiant pu(E-1A) = pu(A) pour tout A € % ; on suppose également que & mélange ) au sens
suivant :

(Va>1)(YA,Be F)3Ee&): W(An E'B) < au(A)u(B).
On pose, pour F € & etu e LP(N), Fu=uoFE.

On se donne, comme précédemment, une suite d’opérateurs linéaires continus en mesure 7}, :
LP(Q2) — LP(2) et on suppose en outre que :

— Ty est positif pour tout k € N (i.e. on a Tu > 0 p-p.p. pour tout u € LP(£2) vérifiant u > 0

/-p-p.);
— pourtous u € LP(Q) et Ee€ &, onaT*(Eu) > E(T*u).

Exercice 13 (Principe de Sawyer-Stein dans les espaces probabilisés)
On se propose de démontrer que, dans les conditions précédentes, les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :

(1) T*u < +o0 p-presque partout pour tout u € LP(€) ;
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(ii) il existe 0 < C' < oo tel que, pour tout u € LP(£2) et tout A > 0, on ait :
(e £2(92): T*u(a) > A} < Ll

On pourra, pour démontrer que (1) implique (i1), procéder comme suit.

1. Utiliser le fait que & mélange €2 pour montrer que, sil € N et A € F vérifient (I + 1)u(A) > 1,
alors il existe Fy, F/, ..., Ej; € & pour lesquels on a :

1

!
[ (U E,;lA) > -
k=0 2
On fixe désormais u € £P(2) vérifiant |ul, = 1 et w > 0, u-p.p. et on pose, pour A > 0 donné :
A={zeQ:T u(x) > \}.

2. Etantdonnél e N, Ey, ..., E; € & et M > 0 vérifiant M? > [+1, posons uy := Frupour0 < k </
ainsi que :

Montrer que ’on a alors |[F'| < 1et:

I
UE,;IAE{er:T*F(x)Z%}.

k=0
3. En utilisant le principe de Banach, montrer qu’il existe un choix de [ du type [ ~ C'AP (et un
choix de M correspondant) tel que 1’on ait, pour tout choix de Ej, ..., E; € & (en conservant

les notations utilisées au point précédent) :
! 1
! (U E,;lA) < —.
et 2
4. En déduire que I’on a alors, pour un bon choix de C' > 0 (indépendant de u et \) :
p({zeQ:T*u(z) > \}) < %.
5. Conclure.

On travaille a présent dans I’espace probabilisé T := R/Z (identifié au besoin avec un intervalle
de longueur 1) muni de la mesure extérieure de Lebesgue et on fixe 1 < p < oo.

Exercice 14. — Onpose .7 := {7, : h € R} ou, pour h € R, 7, : T — T est défini par 7,(z) := (x+h)
mod 1. Montrer que .7 mélange T.

Exercice 15. — Soit (py) une approximation de I’identité positive sur T, i.e. une suite (py) € L1(T)
vérifiant les conditions suivantes :

— pir > 0 presque partout, pour tout k£ € N ;
= lprly = Lk > oo
— pour tout 0 < § < %,ona:

1-5
lim f pr(x) dx = 0.
5

k—oo
Etant donné u € £7(T), définissons aussi une fonction mesurable Pu sur T en posant, pour 2 € T :
Pu(z) = sup ok * u(z)|-
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) (pr * u) converge presque partout pour tout u € LP(T) ;
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(ii) pour tout v € LP(T), ona:
Pu(zx) < +oo  pour presque tout x € T;

(iii) il existe 0 < C' < oo telle que, pour tout u € LP(T) et tout A > 0, on ait :
C
{z eT: Pu(x) >N} < EHqu.

Exercice 16. — Soient 7 : T — T une application mesurable et inversible vérifiant |71 A| = | A| pour
toute partie mesurable A de T, (ng)reny € Z et (Ix)ren deux suites d’entiers avec limy, [, = +00. On
définit, pour k € N et u € LP(T), une fonction Mu € LP(T) en posant, pour z € T :

Uk
Mu(z) = lk%l zk: u (T"“lzc) '
=0

Etant donné u € £7(T), on définit encore une fonction mesurable Mu sur T en posant, pour x € T :
Mu(zx) :=sup |Myu(z)|.
k

Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes si 7 est ergodique (i.e. si les seules fonctions
mesurables 7-invariantes sont les constantes) :

(i) (Myu) converge presque partout pour tout u € LP(T) ;
(ii) pour tout u € LP(T),ona:
Mu(x) < +o0  pour presque tout = € T;

(iii) il existe 0 < C' < oo telle que, pour tout v € LP(T) et tout A > 0, on ait :
H{zeT: Mu(z) > \}| < %HUP’.

Indication. On pourra étudier le comportement de Mu(x) pour u de la forme v — v o 7 + ¢ avec
veL>(T)etceR.

9. Intervalles et fonction maximale dyadiques
Les intervalles dyadiques sont trés utiles en analyse.

Définition 9.1. — Un intervalle dyadique de génération k € 7 est un intervalle € R de la forme :
I=[32% (5 +1)2",
pour un entier j € Z ; on note Z la collection des intervalles dyadiques de génération k.
On pose aussi Z = Urez Zk et on appelle intervalle dyadique tout élément de & ; observons que
2 est dénombrable.
Etant donné I € 2, on note gen([) € Z 1'unique entier k € Z pour lequel on a I € . (on I’appelle
la génération de I); il vient évidemment || = 2&*() pout tout [ € Z.

Finalement, si I € 2 est donné, on note I 'unique intervalle dyadique de génération gen(/) + 1
tel que ’on ait 7 € [ ; on I’appelle le parent de 1.

Remarque 9.2. — Si I, J € & sont deux intervalles dyadiques, on a soit [ < .J, soit J € I, soit
InJ=w.
En outre, si I, J € & vérifient [ ¢ J, on a nécessairement |J| > 2|I|.

Isoler, dans une collection d’intervalles dyadiques, les éléments maximaux est un outil clef en
analyse réelle.
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Lemme 9.3. — Si € ¢ & est une collection d’intervalles dyadiques et que l'on a :

sup |I] < +o0,

154
alors il existe une famille au plus dénombrable €* ¢ € vérifiant U6 = UE, constituée d’intervalles
deux a deux disjoints et maximaux (pour l'inclusion) dans € au sens suivant : si [ € €* et J € €
verifient I € J, on a nécessairement I = J.

Démonstration. — Commengons par observer que I’hypothése se récrit sup;., gen(l) < +oo. Il
existe donc un entier kg € Z tel que I’on ait ¢ ¢ UZLOO 9. Par conséquent € admet des €léments
maximaux pour 1’inclusion. Pour le voir, on peut observer, par exemple, que % muni de I’inclusion
est un ensemble ordonné inductif (en montrant que si & € % est totalement ordonné par 1’inclusion,
alors uU& est un intervalle dyadique qui contient tous les éléments de &) et appliquer le lemme de
Zorn, ou raisonner par I’absurde comme suit. Supposons que % n’admette aucun élément maximal
et fixons Iy € ¥. Comme [ n’est pas maximal, il existe [; € € vérifiant [; 2 I ; mais alors on a
|I1| > 2|Iy| en vertu de la Remarque 9.2. De proche en proche, on construit une suite (I )rey € €
d’intervalles dyadiques vérifiant I}, ¢ I;,; pour tout & € N et || > 2¥|[;|. C’est impossible puisqu’il
viendrait alors sup . || > supyey [x| = +o0.

Notons a présent %, la collection des éléments maximaux de ¢ pour I’inclusion ; elle est au plus
dénombrable puisque 1’on a (évidemment) &, € & et que Z est dénombrable.

Pour commencer, montrons que %, est constituée d’intervalles deux a deux disjoints. A cet effet,
fixons I, J € € avec [ # J.Onsait que ’onasoit I ¢ J,soit J ¢ I, soit InJ = @&. Les deux premiéres
possibilités conduisant a avoir I = J par maximalité de [ et J, il vient nécessairement / N J = &.

Pour montrer a présent que I’on a U%, = U%, fixons [ € € \ €, et montrons que I’on a I € U%,.
Puisque [ n’est pas maximal dans % pour I’inclusion, il existe donc [y € € vérifiant [, 2 I. Sion a
Iy e %.,alorsona I ¢ I, € U%, et ’inclusion souhaitée est démontrée. Sinon, on construit de proche
en proche, tant que 1’on a [, € € \ €., un intervalle dyadique [;., € € vérifiant I,; 2 I pour tout
k et |Ij41| > 2%+11,|. Cette procédure ne peut continuer indéfiniment, sans quoi on aurait & nouveau
SUD ey || 2 supyey [Ix| = +00. Il existe donc un entier kg € N tel que ’on ait Iy, € €., d’ou il résulte
que ’ona [ ¢ Iy 1 € U%,. La démonstration est compleéte. [ ]

La fonction maximale dyadique rappelle la fonction maximale de Hardy-Littlewood.

Définition 9.4. — Si [ : R — R est localement intégrable, on définit la fonction maximale dyadique
M f de f en posant, pour x € R :

1
Mnaf(x) = §g££|f|=§ggmf[|fl.

I>x I>x

Comme la fonction maximale de Hardy-Littlewood, la fonction maximale dyadique vérifie une
inégalité faible ; il n’est toutefois pas nécessaire, avec la fonction maximale dyadique, d’introduire
une constante 5 dans cette inégalité.

Proposition 9.5. — Etant donné ue L1(R) et A>0, ona:
1
Hz e R: Mau(z) > A} < XHuﬂl

Démonstration. — Fixons u € L1(R) et A > 0 et posons F) := {x e R: Mau(x) > A}.
Commengons par observer que si / € Z est un intervalle dyadique, alors on a :

1 I Jul
= — <— = —_—.
flu 7 ff|u|_|[| JAL i
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Si I € 2 vérifie |I| > |ul/A, il viendra dés lors £, |u| < A.

Posons a présent :
:{Ie_@:][\ub)\}.
I
Par ce que nous venons d’observer, il est clair que ’on a :

[l

sup|/| < —— < +o0
1% A

Le Lemme 9.3 fournit dés lors une famille au plus dénombrable &, ¢ € vérifiant U4, = UE, consti-
tuée d’intervalles deux a deux disjoints et maximaux pour 1’inclusion dans %'.

Observons que I’on a F) = u%. Si, en effet, = € £ est donné, alors on a Mau(x) > A et il existe
donc par définition un intervalle dyadique I € 2 tel que ’on ait £, |u| > A, d’ou I’on tire I € € et
donc aussi z € I ¢ U%. Réciproquement, si / € ¢ est donné, alors on a £, |u| > X et donc il vient
Mau(z) > f;|ul > X pour tout z € I, ¢’est-a-dire I ¢ E,. Il vient donc, puisque I’on a U%, = U% et
que les intervalles de % sont deux a deux disjoints :

BN =[u?|=|uE|= ) |f|<— ZfIU|<—HUI|h
Ie%’ Ie‘f

ou I’on a utilisé que les éléments de €, < € vérifient ﬁ J;lul = £; |ul > X. Cest I’inégalité annoncée.
u

L’inégalit¢ maximale précédente a une conséquence qui rappelle le théoréme de dérivation de
Lebesgue.

Proposition 9.6. — Etant donné u € L'(R), on a, pour presque tout x € R :

(16) u(x) = xlglllglj ][u
[7]-0

Remarque 9.7. — Dans 1’énoncé de la proposition précédente, (16) signifie que, pour tout € > 0, il
existe un § > 0 tel que si I € 7 vérifie I > x et |I| < 4, alors on a |u(z) - f;u| < e.

Démonstration. — Pour f € L1(R) et § >0, on pose pour x € R :

w(x,9) ::sup{‘f(x)—][;f‘:Ie.@,]ax,msé}.

Il est clair que I’on a, pour tous f € LI(R),d>0etxeR:

(e, 8) < @) sup{ LUl 1€ 2 T30 l1] <5} < 1F@)]+ Maf ().
On pose finalement, pour f € L!(R) etz e R :
we(x) = i(snng(ﬂ?,(S) = }Sin&wf(aé).

>
I suit de ce qui précede que I’on a wy < |f| + Ma f partout sur R.
Il est par ailleurs facile de voir que 1’on a w, = 0 partout sur R pour tout g € K(R) et que, pour
tous f,g € L1(R) onawy., <wy+wysur R
Il vient donc, sur R, pour f € L}(R) et g € K(R) :

Wf=Wf grg SWfgFTWg=Wryg © Wy g<wp+w_g=wy,

puisque I’on a w, = 0 partout sur R ; on a donc, sur R, wy = wys_g.
Fixons a présent u € L!(R). On va montrer que 1’on a w,, = 0 presque partout sur R, ce qui suffira
a conclure. A cette fin, commengons par fixer A > 0 et montrons que 'on a [{x € R : w, () > A}| =0
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A cet effet, posons Ej = {x € R:w,(x) > \}, fixons £ > 0 et choisissons, par densité de X(R) dans
L1(R) (voir I’Exercice 3), une fonction v € (R) vérifiant |u — v|; < . On vient de voir que I’on a
Wy = Wy—p Sur R. Si x € E est donné, alors on a, puisque I’on a w,,_, < |u—v|+ Ma(u—-v) surR:

Ma(u=v)(@) +|(u=-v)(2)| 2 wunf(2) = wp(2) > A,

Il vient donc nécessairement soit Ma(u —v)(x) > \/2, soit |(u—v)(x)| > A/2 (sans quoi on aurait
|(u=v)(x)|+ Ma(u-v)(z) <A/2+ X2 =X). Autrement dit, on a :

EAE{xeR:Mk@w40@ﬂ>%}U{xeR:Ku—vﬂxﬂ>%}.
Il vient donc en particulier :
{w eR: Mpa(u-v)(x)> %} +
Or la Proposition 9.5 assure que 1’on a d’une part :
{xeR:MA(u—v)(x)>%} 2Hu v < 2;

tandis qu’il résulte de I’inégalité de Markov (voir 1’équation (7) dans la Remarque 8.3 ci-dessus) que
I'ona:

|E,| <

{x eR:|(u-v)(x)| > %}‘

2e

<Su-vli<

{xeR:Ku—vaﬂ>%}

11 vient donc finalement :

4
|Ex| <e- T

Comme ¢ > ( est arbitraire dans 1’inégalité précédente, on trouve par conséquent |Ey| =0
Il vient finalement :

{reR:w,(7)>0} = J{zeR:w,(z)>27F} = | Eyps.
keN neN
La sous-additivité de la mesure extérieure de Lebesgue assure dés lors que I’on a :

{zeR:w,(z) >0} <> |Eyr| =0
k=0

c’est-a-dire que 1’on a w,, = 0 hors d’un sous-ensemble négligeable de R. C’est ce qu’il nous fallait
démontrer. =

10. Décompositions de Calderon-Zygmund

Les décompositions de Calderon-Zygmund sont un outil fondamental en analyse harmonique ;
nous les utiliserons, dans la section suivante, pour démontrer un théoréme de convergence presque
partout de sous-suites universelles d’une approximation de I’identité positive dans £ (R).

Théoréme 10.1 (Décomposition de Calderon-Zygmund). — Soient u € L'(R) et X > 0. 1l existe
v e LY(R) n L2(R), une famille au plus dénombrable BB ¢ 9 d’intervalles dyadiques deux a deux
disjoints et, pour chaque I € BB, une fonction by € L (R) tels que [’on ait :

u=v+y b
Ie#
presque partout sur R, ainsi que les propriétés suivantes :

(i) [vfe <
(i1) pour tout ] eB,onaby=0horsdel;
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(iii) pour tout I € B, ona |b|1 < NI|;
(iv) pour tout I € B, ona [br=0;
V) Trew ] < 3 lulh:

Démonstration. — Remarquons pour commencer, comme dans la preuve de la Proposition 9.5, que
’on aura £, [u| < \/4 dés que I € 2 vérifie |I] > 4| ul /.

Posons a présent :
A
C=31€9: ][ —}.
{e 1> 5

Nous venons d’observer que 1’on doit avoir :

4
sup |I] < Al < +00
Ie¢ A

I1 existe donc, en vertu du Lemme 9.3, une famille au plus dénombrable & ¢ € vérifiant UZ = UF,
constituée d’intervalles deux a deux disjoints et maximaux pour I’inclusion dans %

On définit alors des fonctions Lebesgue-mesurables v : R — R et, pour tout / € 4, b; : R - R en
posant pour z € R :

et,pour [ € £ :
_ - _ ire]
by () = {u(a:) v(z) =u(z) - f;u sizel,
0 sinon.

Il est clairque P'onaw=v+ ) ;.50 sur R.

Pour prouver (i), commencgons par noter N € R un ensemble Lebesgue-négligeable tel que, pour
tout z € R\ N, on ait :

Si z € uZ est donné, alors il ne peut exister aucun intervalle dyadique I € & contenant x qui vérifie

£ lul > % : si un tel intervalle dyadique I € & existait, il viendrait / € % et on aurait dés lors

x €] CUg = U, ce qui est absurde. Par conséquent, il vient £, |u| < % pour fout intervalle dyadique
I € & contenant x. Si, en outre, on a x ¢ IV, alors on trouvera par conséquent :

. A
o) = Ju(x)| = im, JALEES

Il vient donc |v| < \/4 presque partout sur R \ UZ.
Siz el e A estdonné, alors on calcule :

1 1 1]
= <= < — == :2][ :
W@N‘fﬂ 1£W|up@M|ﬂﬁﬁ| 7 14l

ou [ ¢ Deen(1)+1 st le parent de I (voir la Définition 9.1 ci-dessus). Or comme / est maximal pour
I’inclusion dans € etque ona I ¢ I, il vient nécessairement / ¢ ¢, ¢’est-a-dire f; |u| < 3. L’inégalité
ci-dessus donne alors :

|u@u2fmu5.
I 2

Il vient donc |v| < A\/2 partout sur UZ.
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La propriété (i) s’ensuit aussitét puisque ’on a montré ’inégalité |v| < A (et méme |v| < A/2)
presque partout sur R. Il vient en particulier v € L (R).
Fixons [ € 4. 1l est clair, par définition, que I’on a b; = 0 hors de [ (ce qui établit (ii)). Il vient dés

lors : L= [ )= fumiti fu= [u- [u=o

ce qui démontre (iv). Mais on calcule aussi :

uS[M US/M+/M
I I I
—2f|u|<2f|u|—2|f|][|u|<4|I| i—)\|[|
I A P 40

puisque 1’on a 4 nouveau [ ¢ € et donc £;lul < A/4. Le point (iii) est ainsi vérifié.
Finalement, puisque I'on a & ¢ ¢ et qu’il vient donc £, |u| > \/4, ¢’est-a-dire |I| < 3 [; |u| pour

tout [ € A, on écrit :
Si<y Y [ll<s [ld=3lul
Ie# Ie#

puisque les intervalles de Z sont deux a deux disjoints. La propriété (v) est ainsi vérifiée a son tour.
Comme il résulte par ailleurs de (iv) et (v) que ’on a :

> Morly <A Y0 1] < Afuly,

Ie# IeA

[bz]lx =

on voit que la fonction b définie sur R par b := Y., by, vérifie b € L}(R), et on a donc aussi v =
u—be LY(R). La démonstration est compléte. |

11. Sous-suites « universelles » pour la convergence presque partout dans £ (RR)

Commengons par deux résultats d’approximation. Le premier affirme la possibilité d’approcher
en moyenne une approximation de 1’identité positive par une approximation de I’identité (positive)
normalisée et localisée autour de 0.

Lemme 11.1. — Soit (¢y,) € L1 (R) une approximation de l’identité positive. Il existe une approxi-
mation de l'identité positive et normalisée (V) gen vérifiant | ox — |1 = 0, k — oo et pour laquelle
il existe une suite (01,) € R* de réels (strictement) positifs vérifiant les propriétés suivantes :

(1) ¥x = 0 hors de [0y, Ok ] ;

(11) limk_,oo 514: =0

Démonstration. — Par la Proposition 5.1, on sait déja que () est asymptotiquement normalisée,
ie. que l'on a |pi|1 = 1, & - oo, et asymptotiquement locale, i.e. que, pour tout § > 0, on a
Ra[-0,5] Pk~ 0, k = co.

Il existe donc un entier ky € N tel que, pour tout k£ € N vérifiant k& > kg, on ait fR\[—l,l] vr < 1. De
proche en proche, si ky < -+ < k; sont construits pour 5 € N, on choisit k;,; € N un entier vérifiant
kj.1 > k; et tel que, pour tout k € N vérifiant k£ > k;,4, on ait fR\H_j_l’Z_j_l] o < 27771, On définit
alors une suite (O )ren € R% de réels (strictement) positifs décroissant vers 0 en posant, pour k € N :

s [U sik<k,
" 2 sik; <k <kj. pourun jeN.
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Par construction, il vient évidemment [R\[_ 5p.00] Pk 0, k — oo et donc aussi, puisque () est

normalisée :
lim[ =hm(/ —[ )—1 1=0.

Pour £ € N, posons alors oy, := f[_ 51.64] £h> choisissons un entier [ € N tel que 1’on ait o > 0 pour
tout & € N vérifiant k£ > [ et définissons une fonction 1, € L1 (R) de la fagon suivante :

X[0,1] sik < l,
Yp=1""] .
O PrX[-6,,5,] SLEk 2L

Il est clair que (¢) € L1 (IR) est normalisée et asymptotiquement locale (c’est donc une approxima-
tion de I’identité par la Proposition 4.3) et que I’on a, pour £ € N vérifiant k > [ :

il = ot +li-agl] [
ngk wk”l Oék, v/]%\[_akﬁk] Pk | Oék | [=6k 0% ] Pk

Commeonaaqy — 1, k - oo et fHk 5, Pk = 0, k — oo, il vient bien low = Yil1 = 0, k — oo. ]

Le lemme suivant est encore plus spécifique puisque I’approximation de 1’identité par laquelle on
approche I’approximation de I’identité initiale y est constituée de fonctions en escalier.

Lemme 11.2. — Soit (o) € L1(R) une approximation de l’identité positive. Il existe une approxi-
mation de l’identité positive et normalisée (\y ) ey vérifiant || — x|l = 0, k — oo et telle que, pour
chaque k € N, iy soit de la forme :

Ry,

(17) Uy, 27"1;1 Z Ci ke X[iry,(i+1)ry[»
i=—Ry,

avec ri, > 0, Ry € N* pour tout k € N ainsi que :
(@) cix >20pourtousk e Net —R, <i < R~ 1
(b) T cin=1;
(¢) Riri = 0, k — oo,

Démonstration. — Le Lemme 11.1 permet de supposer, sans perte de généralité, que () est nor-
malisée et qu’il existe une suite (J;) € R* de réels (strictement) positifs vérifiant 0, - 0, k — oo et
telle que ’on ait ¢, = 0 hors de [-dx, Ix].

Pour chaque & € N, il existe par densité (voir I’Exercice 3) une fonction ), € K(R) vérifiant
lox — (‘)kHl <2771, Comme on a () > 0 pour tout z € R, il est clair que I’on a |gpk(:L‘) Hk(m)|
o (2)~0; ()| pour tout z € R (oul’onaposé 0; := max(6y,0)) et donc aussi |0} |1 < [ pr—0k]1 <
2-k-1_Quitte 4 remplacer 6, par 9* si nécessaire, on peut donc supposer que 1’on a Gk > 0 sur R pour
chaque k € N.

Pour k € N, posons alors 6, := 0,y € K.(R), ou Xk € IC, (R) est définie par :

Xk i= min {0 max[ — (205, - |x|)]}

de sorte que ’on ait 0 < X < X[-25,,25,] < 1 sur R et x; = 1 sur [~dy, ;] ; il vient par conséquent
) = 0 hors de [-2d,20x] eton a:

e [ e 05 [ o 51
R\[iékvék] [7676’6/6] R\[76k76k] [76k767€]

Comme on a ||y — Ok |1 = 0, k - oo et que I'on a | px|l; = 1 pour tout k& € N, il vient en particulier
10k]1 = 1, k - oo.
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Fixons a présent k € N. Puisque 6 est uniformément continue sur [-20y, 20y, il existe 7, > 0 tel
que, pour tous x,y € [—2d, 20, ] vérifiant |z — y| < 1, on ait |0y () — 0x(y)| < 27%-3/5;. Choisissons
a présent un entier R, € N* tel que ’on ait 7, := 205/ Ry, < 1, observons qu’il vient Ryry, = 20y, et

posons :
Ri-1

D= > O(07%) Xirg (4 1y [

=Ry,
de sorte que I’on ait SUp(_y4, o5, (b, — 03] < 27%-3/6}. Tl vient dés lors :

-k-3

- - 2
[o=0ud= [ = <6 S =2
[-265,26%] Ok

Comme on sait que 1’on a |6, - 1, k - oo et qu’il vient |6}, — 1%, - 0, k — oo, on trouve aussi
|1 = 1, kK > co. Comme 0, est positive sur R, on calcule par ailleurs :
Ry-1

(18) ldul =7, Y. Ox(iry).
i=—Ry,
Choisissons désormais un entier [ € N tel que ’on ait [|i/3,[; > 0 pour tout k € N vérifiant k > , et
définissons pour chaque & € N, une fonction ¢, € L1 (R) par la formule :

Dy = {Xg—l/z,l/g[ =2+ (X200 + 5X(ogr)  Sik <l
(R sik>lL.
Il est clair que, pour k € N vérifiant k < [, ¢, est de la forme (17) a condition de poser Ry = 1,
Ch-1 = Cko = % etry = % Si au contraire k£ € N vérifie £ > [, alors v, est de la forme (17) avec
Ry, € N* et i, > 0 précédemment définis, et pour —R <i < R —1:

_ erk(zrk)
Cijp = ——>.
[
Il est clair que 'on a ¢; ;, > 0 pour tout —RR, <7 < Ry, — 1 etil vient :
Rk N Rk—l
o e =elitre YD Ok(irk) =1,
=Ry i=—Ry,

en utilisant I’égalité (18) ci-dessus. Finalement, puisqu’il vient Ryr; = 5 pour tout k € N vérifiant
k > 1, il est clair que I’on a également Ryr; — 0, k — oo, ce qui conclut la démonstration. [

Le résultat suivant, dii indépendamment a S. Kostyukovsky et A. Olevskii et a P. LaVictoire, est
un résultat d’existence d’une sous-suite universelle pour la convergence presque partout dans £ (RR)
des approximations de 1’identité positives. La preuve que nous en présentons ci-dessous est due a
P. LaVictoire.

Théoréme 11.3 (LaVictoire). — Si (¢x)ken € L1 (R) est une approximation de [’identité positive,
alors il existe une suite strictement croissante d’entiers (k;) ey telle que, pour tout u € L' (R), on ait
Ok, * u = u, | > oo presque partout sur R.

Démonstration. — Commengons par remarquer qu’il existe, en vertu du Lemme 11.2, une approxi-
mation de I’identité positive (Vg )ren € L1(R) vérifiant |¢r — |1 = 0, k > oo et telle que, pour
chaque k € N, ¢, soit de la forme :

Ri-1

-1
Uk =150 Y0 CikXlim(i)rals
i=—Ry,

avec 1 > 0, Ry € N* pour tout & € N ainsi que :
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(@) cix>0pourtous ke Net —R, <i< R -1
(b) T =1
(¢) Rgry = 0, k — oo.
Quitte a extraire une sous-suite de () et (¢ ), on peut supposer que 1’on a en outre :
(d) Rps17rpsr < %R;lrk pour tout k € N;
(€) XiZo lor =l < +oo.

On va prouver que, sous les conditions précédentes, il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout
u e L1(R) et tout A > 0, on ait :

C
{z eR: Myu(z) >2\}| < XHUHl

Il résultera des lors du Lemme 8.11 que, pour tout u € L!(R), la suite (¢ * u) convergera presque
partout sur R vers w.

Pour ce faire, fixons u € L1(R), A > 0 et soit v+ ;. by une décomposition de Calderén-Zygmund
de u associée a A par le Théoréeme 10.1. On pose également b := Y ;. b; = u—v € L1(R).

Dans la suite de cette démonstration, étant donné I € %, [* désignera I’intervalle fermé de méme
milieu que I mais ayant trois fois sa longueur, i.e. I'intervalle [* := [min/ — |I|,sup [ +|I|], et on
pose B* :={I*: ] ¢ AB}.

Commengons par observer que ’on a |v] . < A, et donc |v| < A presque partout sur R. Il s’ensuit
que, pour tout k& € N, on a [, * v| < X presque partout sur R et donc aussi M, v < \ presque partout
sur R. Il vient donc, presque partout sur R :

Mwu < Mw?} + Mwb < A+ Mwb
Pour presque tout x € R vérifiant Myu(z) > 2), on a donc Myb(x) > A et, en particulier :
Z [ * ()| > sup |y, * ()| = Myb(x) > A
k=0 keN
En d’autres termes, on a :

{z e R: Myu(x) > 2} <

{xeR: Z|¢k*b(x)|>)\}|
k=0
Or il vient évidemment :

{xeR:i|¢k*b(5p)|>)\} <|lug |+
k=0

{xER\U%*:Zwk*b(ajﬂ >)\H.
k=0
Mais on a d’une part, en utilisant la propriété (v) du Théoréeme 10.1 :

CEAEDN'S |—3Z|II<—HUII1,

IeA IeA

et d’autre part, en vertu de I’inégalit¢ de Markov (voir la Remarque 8.3 ci-dessus) :

1 [ee]
3 Je 2
1
XZZ[R\M |¢k*bl|<—22/‘\p|wk*bﬂ,

Ie# k=0

{xeR\u%’* ijk + b(x)] >)\}
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ou les intégrales sont interprétées (a ce stade) au sens large. Si 1’on peut montrer que, pour chaque
leAB ona:

(19) > [ Werbil<Clers,
k=0 RNT*

ou C' > ( est une constante positive indépendante de [ et de k, alors le résultat s’ensuivra puisque
I’on pourra écrire, en vertu des propriétés (iii) et (v) dans le Théoréme 10.1 :

] @& o \
XZZA%\I*|¢k*bI|SXZ”bI”1§CZ|]|§_

C
= uls
1% k=0 1A IR

C’est donc a la preuve de (19) que nous allons consacrer le reste de la démonstration.
Fixons donc [ € £ s’il existe un entier k € N tel que I’on ait |I| < Ry, alors on pose :

k(I):=max{k e N: Ryry > |I|};
sinon, on pose k(1) := -1.
Affirmation 7. — Pour tout k € N vérifiant k& > k(I), on a ¢y, * by = 0 hors de I*.
Ecrivons en effet, pour k € N vérifiant k > k(I) etz e R\ I* :
Vexbi(@) = [ vl = y)bily) dy =0,

puisque ’on a |x — y| > |I| > Ry, et donc aussi ¥y (z —y) = 0 pour tout y € I (rappelons que 1’on a
z¢ ),

Affirmation 8. — Sik € N vérifie k < k(I) et que x € R et —Ry <i < Ry, — 1 sont donnés, alors on a
Y+ br(x) =0desque'onax—1C [ir, (i+1)rg].

Dans les conditions de I’affirmation, on écrit en effet :
bexbi(@) = [ bile - gyl dy = [ bile - y)in(y) dy
= Ci f—z br(x—y)dy =ry'cik /;bf =0,
en utilisant la forme de vy, et le la propriété (iv) du Théoréme 10.1.

Si k € N vérifiant k < k(I) et 2 € R sont donnés, et que I'on a :

0% bixbi(a)= [ bila-y)ny) dy,

alors il est clair que x — I doit rencontrer au moins 1’un des intervalles [iry, (i + 1)r;] pour —Ry <i <
Ry —1; comme il n’est pas possible, en vertu de I’affirmation précédente, que x — [ soit inclus dans
'un d’eux, il doit exister un entier — Ry, < i < Ry, tel que ’on ait x — I € [iry, — |I], iry, +|I|], et on doit
donc avoir :

Rk Rk
zel+ | [irg—],irg+|I|]] cminl + |J [irg - |1],5r +2|1]].
i=— Ry =Ry,

11 vient donc :

Ry

1=—Ry,
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D’un autre c6té, on peut calculer, pour x e Ret ke N :
Rj-1

]|bz(x—y)|dyé'f’;1 > ciklbrl =i o1,
=Ry

Ri-1
[+ br(x)| <t D) cin

i=—— Ry [irg,(i+1)rk

en utilisant la propriété (b) ci-dessus. Autrement dit, on a |[¢; * br||e <771 b7]1 pour tout k € N.

Si k(I) = -1, il suit clairement de I’Affirmation 7 que 'on a Y32 [« |tk * br| = 0, et la démons-
tration est compléte puisque cela établit (19). Sinon, on écrit, en utilisant I’ Affirmation 7 :

> [ sl sl +bihi+ $ sl < Wl ol
k=0 A

k<k(I)

+ Z ||wk>ebf||oo|{xe]R:¢k*bI(x)¢O}|S(1+9|]| Z erlgl)-|b]|1.

k<k(I) k<k(I)
Or on a, en utilisant (d) :
1 1
Z R]J’lgl <= _—
k<k(I) k<k(I) Rg17r41
Mais il vient aussi, pour k < k(1) :

1 1
Ryria < 53;17“1@ < §Rk7“k,

puisque Ry, € N* est un entier ; on a donc, pour tout k < k(I) :
1 1 1
Rire = 2 Ry

On calcule par suite :

2

1 k(1) (1 )k(I)—k: 1 9

)

— < :
k<k(I) Riarier 3 Rynyrecry — Br(nyTe(n)
11 vient alors, pour finir :

>, 9|1

> e (10 2 Y <o
PN Ri(ryriry

puisque I’on a Ry(;yr(ry > |I|. La démonstration est compléte. [ ]

Laurent Moonens, le 23 octobre 2024
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