Chapitre 1

Eléments de théorie géométrique
de la mesure

Dans ce chapitre, on considere Q@ C RY un ouvert et on désigne par B(f2) la tribu Borélienne
sur Q.

1.1 Les mesures de Radon

Définition 1.1.1. On dit que p : B(Q) — [0, +o0] est une mesure Borélienne positive si

(i) p(@)=0;

(ii) pour toute suite {B;};en de Boréliens deux & deux disjoints,

(o) o0
plUBi| =D uB).
j=0 =0

Si de plus pu(K) < oo pour tout compact K C Q, on dit que p est une mesure de Radon positive.

On notera par la suite £V la mesure de Lebesgue dans RV qui est une mesure de Radon positive.
Les mesures de Radon positives jouissent de propriétés de régularité permettant d’approcher la
mesure d’un Borélien par la mesure d’ouverts ou de fermés.

Proposition 1.1.2. Soit u une mesure de Radon positive sur Q2. Alors, pour tout Borélien A C 2

w(A) = sup{u(K): K C A, K compact},
= inf{u(U): ACUCQ,U ouvert}.

Démonstration. Commencons par montrer I’approximation intérieure par un compact. On suppose
tout d’abord que u(A) < oo et on pose v(B) := u(A N B) pour tout Borélien B C RY, ce qui
définit une mesure Borélienne finie sur RY.

On considere la famille

F o= {B c RY Borélien : pour tout € > 0, il existe

un fermé C' C B tel que v(B\ C) < 5}.

La famille F contient évidemment les ensembles fermés.
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Montrons que F est stable par union et intersection dénombrable. Soit done { By, }nen une famille
d’éléments de F. Pour tout € > 0 et tout n € N, il existe un ensemble fermé C,, C B,, tel que

9

L’ensemble C' := (), C), est fermé et

() e =D () 2 Qo) < Sotmrco <«

ce qui montre que (), By, € F. Par ailleurs, on a

(9] (02) (02 (5)

SV(G(B"\C ) i (Bn \ Ch)

n=0
Pour m asssez grand, on a donc en posant C/ := UZI:O Cn
(o]
V(U Bn\C"> <e,
n=0

ce qui montre, C' étant fermé, que |, B, € F.
Comme tout ouvert de RY peut s’écrire comme une union dénombrable d’ensembles fermés, on
en déduit que F contient tous les ouverts de RY.

Posons a présent
G:={BeF:°‘BeF}

de sorte que RN € G et G est stable par union dénombrable. Par conséquent, G est une tribu.
Comme les ouverts sont contenus dans G, on en déduit que G contient la tribu Borélienne. Par
conséquent, pour tout B C R Borélien et tout £ > 0 il existe un ensemble fermé C' C B tel que
v(B\C) < . En particulier, pour B = A, on obtient un fermé C' C A tel que u(A\C') < e. Pour tout
n € N, on pose K,, := C N B(0,n) qui est un compact inclu dans A. Comme u(C) < p(A) < o0),
on a lim, u(C \ K,,) = 0. Pour n assez grand, on obtient donc un compact K, C A tel que
n(A\ Kn) <e

Si (A) = oo, on décompose A = |J;(ANC;) ot Cj = {x € RN : j < || < j+1}. Comme p est
une mesure de Radon, (AN C;) < oo pour tout j € N. Par ce qui a été montré précédemment, il
existe un compact K; C AN C; tel que u(K;) > u(ANC;) — 277, Par convergence monotone,

nhﬁnolo,u UK =pu U Zu Z (ANC)) —277) = 0o = p(A).

7=0 JEN jEN jEN

Comme U?:O K; est compact, on obtient ainsi I’approximation intérieure par des compacts.

Montrons maintenant I’approximation par extérieur & 1’aide d’ouverts. Soit {wy, }nen une suite
exhaustive d’ouverts relativement compacts dans € tels que @, C wp41 et |J,, w, = 2. L'ensemble
wn \ A étant un Borélien de mesure finie (car p est finie sur les compacts), ’étape précédente
montre Pexistence d’un fermé C,, C wy, \ A tel que p((wy, \ A) \ Cy) < €/2™. Posons Uy, = wy, \ Cy,
qui est un ouvert avec w, N A C U, et tel que p(U, \ A) < €/2™. Si on pose U := J,, Up qui est
un ouvert, on obtient que A C U et u(U\ A) <>, u(Un \ A) < e. O
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Une conséquence immédiate du résultat précédent concerne la densité des fonctions continues a
support compact.

Corollaire 1.1.3. Soit p une mesure de Radon positive sur un ouvert Q de RN . Alors l’espace
C.(4RY) est dense dans L}L(Q;Rd).

Soit A une mesure de Radon positive sur un ouvert @ C R™. On rappelle que le support de A
est donné par

Supp(A) :={z € Q: A(B,(x)) > 0 pour tout g > 0}.
Lemme 1.1.4. L’ensemble Supp()) est fermé dans Q et A\(Q\ Supp())) = 0.

Démonstration. Si x ¢ Supp()), alors il existe o > 0 tel que By(z) C Q et A(By(z)) = 0. Si
y € By(x) alors il existe R > 0 tel que Br(y) C B,y(z) de sorte que A(Br(y)) < A(B,(x)) = 0. Par
conséquent B,(xz) C Q\ Supp()), ce qui montre que €\ Supp(\) est ouvert et donc que Supp(X)
est fermé dans 2.

Par ailleurs, soit K un compact contenu dans 2\ Supp(\). Par compacité, il existe un nombre
fini de points z1,..., 2z, € K et r1,...,7,, € (0,dist(K,09Q)) tels que

K cC U By, (zi), A(Byr;(z:)) =0 pour tout 1 < i <m.
i=1

Par conséquent, A(K) < >, A(B,, (x;)) = 0. Par passage au supremum parmi tous les compacts
K C Q\ Supp(A), on en déduit que A(2\ Supp(N)) = 0. O

Définition 1.1.5. On dit que p : B(2) — R? est une mesure de Radon vectorielle si
(i) u(0) =0;
(ii) pour toute suite {B;};en de Boréliens deux a deux disjoints, la série vectorielle ., u(B;)
converge et sa somme est donnée par

o0 o)
> ouB)=ul|lJB
§=0 §=0
En notant | - | la norme Euclidienne sur R?, on définit, pour tout B € B(Q2), la variation de u
par
|| (B) = sup Z |u(Bj)| : B; € B(R), B; N B; =0 pour tout i # j, B = U B;
j=0 JEN
Remarque 1.1.6. Soit u = (u1,...,pq) une mesure de Radon vectorielle ot 1, ..., g sont des

mesures de Radon réelles. Alors on a
d
il <> Jpal.
i=1

Proposition 1.1.7. Soit u une mesure de Radon vectorielle, alors |u| est une mesure positive
finie qui satisfait
|(B)| < |ul(B)  pour tout B € B(Q).
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Démonstration. Par définition de |u|, on a bien I'inégalité |p(B)| < |u|(B) pour tout B € B(Q).

Montrons tout d’abord que |u| est une mesure Borélienne. 1l est clair que |p|(@) = 0. Soit
{An}nen une suite de Boréliens deux a deux disjoints contenus dans 2 et posons A := |J,, An.
Si {B,}en désigne une partition Borélienne de A, alors pour tout j € N, {4, N Bj},en est une
partition Borélienne de B; et il vient que u(B;) = >, u(A; N By,) et donc

Zo_o: ii AOB|—ZZ|ﬂA mB|<Z|ﬂ|

n=0 j=0

Par passage au supremum parmi toutes les partitions Boréliennes {B;};en de A4, il vient

ul(A) < Z |ul(A

Pour montrer I'autre inégalité, pour tout n € N et tout € > 0, soit { E7' } jen une partition Borélienne

de A, telle que
l(A) <Y (B +27"
§=0

Comme {E}'}(jn)enz est une partition Borélienne de A, il vient

|ul(A Z (B = |ul(An) — 2¢
n=0

7,m=0
et I'inégalité vient par passage a la limite quand ¢ — 0.

Pour établir que || est une mesure finie, il suffit de considérer le cas d = 1. Supposons qu’il
existe A € B(2) tel que |u|(A) = oo, on peut alors trouver une partition Borélienne {4, }nen de
A telle que

Zm Dl = 2(n(A)] +1).

Soient B = UM(An)ZO A, et Ey = Uu(Xn)<0 A, desorte que A= E1UEs, E1NEy =0, u(Ey) >
w(E2) <0 et |u(EL)| + |w(E2)] > 2(|u(A)] 4+ 1). 11 existe donc i9 = 1 ou 2 tel que |u(E;,)|
i(A)] + 1 et on pose E = Ey,, F = A\ E. On a done [ul(E) > [u(E)| > 1, |ul(F) > |u(F)|
1(A)—u(E)| > |u(E)| ~ |u(A)] > 1. Comme 00 = |y (4) = [ul(E)-+ |l (F), il vient que [u|(E) = o0
ou |u|(F) = oco. Supposons sans restreindre la généralité que |u|(F) = oo et posons Yy = E. On
reproduit 'argument précédent avec F' au lieu de A. On construit alors par récurrence une suite
{Y;};en de Boréliens deux & deux disjoints tels que |pu(Y;)| > 1 pour tout j € N ce qui montre
que la série de terme général {u(Y;)}en ne peut pas étre convergente. On aboutit donc & une
contradiction qui montre bien que |u|(A) < co pour tout A € B(£2). O

0
2

Un exemple typique de mesure vectorielle est celui des mesures a densité.

Définition 1.1.8. Soit A une mesure de Radon positive sur Q et f € L}(Q;R?). On définit la
mesure de Radon vectorielle p := f\ par

A) = / fdXx pour tout A € B(Q).
A

On montre effectivement que f\ est une mesure de Radon vectorielle par convergence dominée.
Le résultat suivant détermine la mesure variation d’une mesure a densité.
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Proposition 1.1.9. Soit p = f\ la mesure vectorielle définie précédemment. Alors, la mesure
variation de (v est donnée par |u| = |f|A, i.e.

|u|(A /|f|d)\ pour tout A € B(Q).

Démonstration. L'inégalité |u| < |f|A est immédiate. Pour montrer I'inégalité opposée, on considere
un sous-ensemble D = {z; }ren dénombrable et dense dans la sphere SV =1 = {z e RN : |z = 1}.
Soient A € B(€2), € > 0 et k € N, on définit les ensembles Boréliens

Ay ={zecA: f(x) 2 2 (1 —e)|f(z)]}
de sorte que A = J, Ar. On pose ensuite

k-1
By=A4p, Br=A\ U A;j pour tout k> 1,
j=0

de sorte que By € B(€Q) pour tout k € N et les ensembles {By}ren sont deux a deux disjoints.
Comme | J, By = J, Ar = A4, il vient que

(1- 1fldx=>"(1—¢) [ |fldr< 2 f A
) / keN / %/ .
=3 w(B) < 3 (B < Jul(4),

keN keN

ce qui conclut la preuve du résultat. O

Si d =1, on parle aussi de mesure de Radon réelle. On pose alors

£ plEp
pE =

qui définissent des mesures positives finies qui satisfont

p=pt =T, ul=pt

L’intégration d’une fonction Borélienne |u|-intégrable f : Q@ — R par rapport & p est alors définie

par
/fdu:/fdw-/fdu*.

Sid>2et u=(u1,...,1q) est une mesure de Radon vectorielle, on définit I'intégrale

[ ran= (/fdm,.. /fdud>
‘/Qfdu‘ < [ 1n1d

Si ¢ : Q — R? est une fonction vectorielle Borélienne |u|-intégrable, on notera

d
- dp = /%dui

On a toujours 'inégalité

et on montre que

w-du’ S/ || d]pl.
Q Q
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1.2 Les mesures de Radon par dualité

On désigne par C.(€2) ensemble des fonctions continues & support compact inclus dans . Toute
mesure de Radon positive p définit une forme linéaire sur C.(§2). En effet, I'intégrale

/Qfdu

est bien définie puisque, en notant K = Supp(f) le support (compact) de f, on a

[ 181 < ) e 7 < o
K K
Par conséquent, ’application
L:fw / fdu
Q
définit une forme linéaire positive C.(2), i.e.,

L(af + Bg) = aL(f)+ BL(g) pour tout f, g € C.() et tout a, § € R, (1.2.1)
L(f) >0 pour tout f € C.(?) avec f > 0.

Nous allons en fait montrer que toute forme linéaire positive sur l'espace C.(€2) peut étre
représentée de facon unique par une telle mesure.

Théoréeme 1.2.1 (Théoréme de représentation de Riesz). Soit L : C.(2) — R une forme
linéaire positive (i.e. qui satisfait (1.2.1) et (1.2.2)). Il existe une unique mesure de Radon positive
w sur ) telle que

L(f) = /Qfd,u pour tout f € C.(Q). (1.2.3)

Dans la preuve de l'existence, nous utiliserons le résultat suivant. Le cas n = 1 correspond au
Lemme d’Urysohn.

Lemme 1.2.2 (Partition de I’unité). Soient Vi,...,V,, des ouverts de R et K un compact tel
que K C \JI_, Vi. Alors, pour tout i = 1,...,n, il existe des fonctions f; € C.(RN;[0,1]) telles que
Supp(fi) C Vi et >, fi=1 sur K.

Démonstration. Pour tout x € K, il existe ¢ € {1,...,n} et une boule ouverte B, centrée en x
et telle que B, C V;. Par conséquent, K C Uze k Bz, et comme K est compact, on peut extraire
un sous recouvrement fini K C U§=1 By, On définit K; comme 'union des boules fermées Bigg7
qui sont contenues dans V;. Alors K; est un compact contenu dans V; et K C U?Zl K;. Soit U; un
ouvert borné tel que K; C U; C U; C V;, on pose alors

o dist(z, RN \ U;)
filz) = dist(z, K) + 327, dist(z, RV \ Uj)

pour tout z € RV,

qui satisfait bien les propriétés souhaitées. O
Pour tout ouvert V' C 2, on définit

p (V) == sup{L(f) : f € Cc(2[0,1]), Supp(f) C V'}. (1.2.4)

SiU C V,alors u*(U) < p*(V) de sorte que 'on peut étendre p* & n’importe quel ensemble A C
en posant
p (A) ;= inf{u*(V): ACV CQ ouvert}.

La propriété de croissance de p* reste vraie au sens ot p*(A) < p*(B) pour tout A C B.
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Lemme 1.2.3. Pour tout compact K C ), on a
p*(K) =inf{L(g) : g € Cc(2;0,1]), g =1 sur K}.
En particulier, u*(K) < co. De plus, pour tout ouvert U C €,
w*(U) =sup{p*(K): K CU, K compact}.

Démonstration. Soient K C Q un compact et g € C.(€;[0,1]) telle que g = 1 sur K. Pour tout
0 <t < 1, Pensemble V; := {g > t}, qui est ouvert, satisfait K C V; et f < t~1g pour tout
f € C.(92;]0,1]) avec Supp(f) C V;. Par conséquent, la croissance de L montre que

P (K) < p*(Vy) = sup{L(f) : f € Cc(€2;10,1]) tel que Supp(f) C V;} <t7'L(g) < oc.
En faisant tendre t — 17, on obtient u(K) < L(g) et donc, par passage a I'infimum en g,
p*(K) <inf{L(g): g € C.(]0,1]), g =1 sur K}.

L’autre inégalité se montre en considérant un ouvert arbitraire U C Q contenant K. Si f €
Cc(€2;0,1]) est une fonction telle que Supp(f) C U et f = 1 sur K, il vient par définition de p*
sur les ouverts que

inf{L(g) : g € Cc(]0,1])), g=1sur K} < L(f) < p*(U),
puis, par passage a 'infimum par rapport a U, que
inf{L(g) : g € C.(82;]0,1]), g =1sur K} < p*"(K).

Pour établir la propriété de régularité intérieure sur les ouverts, considérons un ouvert U C 2.
Alors, par définition de p* sur les ouverts, pour tout @ < p*(U), il existe une fonction f €
Cc(2;0,1]) telle que Supp(f) C U et a < L(f). Soit K = Supp(f) et g € C.(2;]0,1]) telle que
g =1sur K. Comme f < gsur Q,ona L(f) < L(g), puis par passage a 'infimum par rapport a g,
on obtient que L(f) < p*(K). Ceci montre I'existence d'un compact K C U tel que a < p*(K). O

A ce stade, nous avons défini une fonction d’ensembles p* : P(2) — [0, +00] qui est finie sur les
compacts, qui satisfait, par définition, la propriété de régularité extérieure

p*(A) =inf{p*(V): ACV C Qouvert} pour tout A€ P(Q) (1.2.5)
et la propriété de régularité intérieure
w*(U) =sup{p*(K): K C U, K compact} pour tout ouvert U C Q. (1.2.6)
Lemme 1.2.4. La fonction d’ensemble u* est une mesure extérieure.

Démonstration. On a évidemment que p*(f) = 0 et u* est une fonction croissante d’ensemble,
i.e. si A C B, alors p*(A) < p*(B). Il s’agit & présent de montrer que p* est dénombrablement
sous-additive, i.e., pour toute suite {A, }n,en de sous-ensembles de €2, on a

W (U An) <D H(An).
n=1 n=1
Montrons d’abord que si V; et V5 sont des ouverts de €2,

p(Viu Vo) < pt (Vi) + p* (Va). (1.2.7)
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Soit g € C.(9;]0,1]) avec Supp(g) C V1 UV4. Soient f; et fo € C.(2;]0,1]) telles que Supp(f1) C Vi,
Supp(f2) C Vo et f1 + fo = 1 sur Supp(g). Par conséquent, pour i = 1, 2, fig € C.(2;]0,1]),
Supp(fi) C Vi et g = fig+ fog de sorte que, par linéarité de L et la définition de p*,

L(g) = L(f19) + L(f29) < p* (V1) + p*(V2).

Par passage au supremum en g, on obtient u* (Vi U V) < p* (Vi) + p*(V2).

Si u(Ay,) = oo pour un certain n € N, alors le résultat suit. Sinon, si u(A4,) < co pour tout
n, alors quelque soit £ > 0 il existe un ouvert V,, tel que A4,, C V, et p*(V,) < p*(4,) + 27 "e.
On définit V :=J,_; V,, et on considere f € C.(£;0,1]) avec Supp(f) C V. Comme Supp(f) est
compact, il existe p € N tel que Supp(f) C UV _, V.. En itérant (1.2.7), il vient

p

L(f) < p* (U Vn> < (Vo) <D (By) + 2.
n=1 n=1

n=1

Comme cette inégalité est satisfaite quelque soit f € C.(€2;[0,1]) avec Supp(f) C V, et J,—; 4, C

V, on en déduit que
n (U An) Spr(V) <> (An) + 26,
n=1 n=1

ce qui montre la dénombrable sous-additivité, le parametre € > 0 étant arbitraire. O

D’apres le théoréme de Carathéodory (voir le théoreme 3.1.3), la classe A des ensembles p*-
mesurables, i.e., ’ensemble des parties A C Q qui satisfont

w(E)y=p(ENA)+p(E\A) pourtout E C Q,

est une tribu sur €, et la restriction p := p*|4 de p* & cette tribu est une mesure. De plus, pour
tout A, B C 2 avec dist(A4, B) > 0, on a

1 (AU B) = u*(A) + 1" (B).

En effet, par sous-additivité de p*, il suffit de montrer que p*(AUB) > p*(A)+p*(B). Soit W C
un ouvert tel que AUB C W. Comme dist(A, B) > 0, il existe des ouverts U et V tels que A C U,
BcCcV,UUV CWetUNV =0. Par définition de pu* sur les ouverts, on a

wW)zp (UUV) 2 p*(U) +p*(V) 2 p*(A) + 17 (B).

Par passage a l'infimum parmi tous les ouverts W O A U B, on obtient le résultat voulu. Une
application immédiate de la Proposition 3.1.4 montre que B(€2) C A. Par conséquent, la restriction
de p a B(€2) est une mesure Borélienne. Comme par le Lemme 1.2.3, on a u(K) = p*(K) < oo
(puisque les compacts sont Boréliens), on en déduit que p est une mesure de Radon positive.

Nous sommes a présent en mesure de conclure la preuve du théoreme de représentation de Riesz.

Démonstration du théoréme 1.2.1. 11 reste & établir la propriété de représentation (1.2.3). Soit
f € C.(2), par linéarité de L, il suffit d’établir que

MﬁéAfw~ (1.2:8)

Soit K := Supp(f) et [a, b] un intervalle compact de R qui contient f(K). Pour tout ¢ > 0, il existe
Yo, Yts---,Yn €E Rtelsque yo < a =y < -+ < yp = b et maxy<i<n(y; — yi—1) < €. On définit,
pour tout ¢ € {1,...,n}

Bi = [ (Jyic1, i) N K.
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Comme f est continue, les ensembles B; constituent une partition Borélienne de K. D’apres la
propriété de régularité extérieure (1.2.5), il existe un ouvert V; contenant B; tel que u(V;) <
w(B;) + ¢/n. Par ailleurs, 'ouvert W; = f~(Jy; — &,y; + €[) contenant B;, on obtient en posant
U; = V; N W; un ouvert contenant B; et satisfaisant

w(U;) < w(B;) + %, supf <y;+epourtouti=1,...,n
U;

Comme {Ui}lgign est un recouvrement ouvert du compact K, on peut trouver une partition de
l’unité subordonnée & ce recouvrement, i.e. des fonctions h; € C.(£; [0, 1]) telles que Supp(h;) C U;
et > i h; = 1 sur K. Par conséquent, f = > 1" hif et 0 < h;f < (y; + £)h; dans Q, puis par
linéarité et croissance de L, il vient

=D L(hif) <D (i +e)L(hi) =D _(lal +yi + &) L(hi) = |a] Y L(h
i=1 i=1 i=1 i=1

Comme Y 7 | h; € Cc(€2;]0,1]) est telle que Y- h; = 1 sur K, le Lemme 1.2.3 montre que

S L)~ L (Z m) > (K

Par ailleurs, la définition de p* sur les ouverts (et donc de p) montre L(h;) < u(U;) < p(B;)+¢/n,
de sorte que

i (la] +yi +¢) ( (BZ)+%) — |a|u(K).

Comme {Bj,...,B,} est une partition de K, on en déduit que

L(f) < Zy i) +e(lal +[b] + € + u(K))

IN

Zyz u(Bi) +e(jal + b + € + 2u(K))

IN

S [ au clal + i+ + 20080

/Qfdu+s<|a\+|b|+e+2u(f<>>,

ce qui prouve (1.2.8), le parametre € > 0 étant arbitraire.

Etablissons enfin 'unicité. Soient p; et ups deux mesures de Radon positives satisfaisant la
conclusion du théoréme de représentation de Riesz. Par les propriétés de régularité (1.2.5) et
(1.2.6), il suffit d’établir que pq(K) = pe(K) pour tout compact K C 2. Soit £ > 0 et K C Q
un compact. D’apres (1.2.5), il existe un ouvert V' contenant K tel que p2(V) < po(K) + . Par
le Lemme d’Urysohn, on peut trouver une fonction f € C.(€;[0,1]) telle que f = 1 sur K et
Supp(f) C V d’out xg < f < xv. Il vient alors

Ml(K)Z/QXKdMS/Qfd/h:L(f)Z QfdMQS/QXVdM2:M2(V)<M2(K)+5-

Donc p1(K) < pg(K) et en échangeant les roles de p et o on en déduit que cette inégalité et une
égalité. 0
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Pour étendre ce résultat & des formes linéaires non signées, il est nécessaire d’imposer une
propriété de continuité. L'espace C.(£2; R?) n’étant pas un Banach, il convient de le fermer pour la
topologie de la norme uniforme sur 2. On définit alors

Co(@RY) = C (R 1™

qui est alors un espace de Banach séparable. Par ailleurs une fonction f € Co(£2;R?) si et seulement
si f:Q — R? est continue et pour tout € > 0 il existe un compact K. C € tel que |f| < € sur
O\ K. (f tend vers 0 sur le bord de Q).

Définition 1.2.5. L’espace des mesures de Radon bornées sur €2, noté M(Q;R?), est le dual
topologique de 'espace de Banach Co(£2; R9).

Gréace au théoreme de représentation de Riesz (théoreme 1.2.1), on peut caractériser I’espace
des mesures de Radon bornées.

Théoréme 1.2.6. Pour tout L € M(;RY), il existe une unique mesure de Radon vectorielle u
sur ) telle que

d
L(f) = /Qf' dp = ;/ij dp;  pour tout f € Co(;RY).

De plus, en notant |u| la mesure variation de i, on a

L meosray = |1l(€).

Commencons par établir que toute forme linéaire continue sur Co(2) = Co(£2;R) (pour d = 1)
peut s’écrire comme la différence entre deux formes linéaires positives.

Lemme 1.2.7. Pour tout L € M(Q), il existe des formes linéaires continues positives Lt et L~
sur Co(Q) telles que
L(f)=L"(f)— L (f) pour tout f € Co(2).

Démonstration. Définissons le cone CT := {f € Co(Q) : f > 0 sur Q} et pour tout f € CT,
LT (f):=sup{L(g): g€CT, g < f}.

Etape 1 : L7 est positive et finie sur CT. Soit f € C*, comme 0 € C*, on a LT(f) > 0.
Soit maintenant g € C* telle que 0 < g < f. Par continuité de L, on a L(g) < ||L||smo)llgllee <
| Ll pmce) || flloo, €t par passage au sup en g, on obtient que 0 < L¥(f) < ||L| s | flloe < 0.

Etape 2 : Lt est additive sur C*. Soient fi et fo € CT et g € CT telles que 0 < g < f1 + fo.
On décompose g comme g = min(f1, g) + max(g— f1,0), ot min(f;,g) < f1 et max(g— f1,0) < fo.
Comme min(f1,g) et max(g — f1,0) € CT, alors

L(g) = L(min(f1,9)) + L(max(g — f1,0)) < LT (f1) + L (f2),

puis par passage au supremum en g,

LY (fi+ f2) S LT (f) + LT (f2).

Pour montrer 'autre inégalité, on se donne un € > 0 . Par définition de LT, il existe g; et go € CT
tels que 0 < g; < fi et LT(f;) < L(g;) + € pour i = 1,2. Comme 0 < g1 + g2 < f1 + fa, il s’ensuit
que

LY(fi+ f2) > L(g1 + 92) = L(g1) + L(g2) > LT (f1) + L1 (f2) — 2e,
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et le résultat suit par passage a la limite quand € — 0.

Etape 3 : Définition et additivité de LT sur Co(Q). Soit f € Co(£2), on décompose f comme
la différence entre sa partie positive et négative f = f* — f~ avec f* € Ct. On pose alors

LH(f) = LT(f*) = L*(f7). Si f et g € Co(Q), alors (f+9)" = (f+9)" =f"— [~ +g* g~
de sorte que (f + )T+ f~+g9g  =(f+g9)~ + fT +g*. Dol par additivité de Lt sur CT,

LY((f+9)")+ LY () + L (g7 ) =L ((f+9) )+ LT (F) + LT (g"),
et donc LT (f+g) = LT(f)+ LT (g). En particulier, comme (—f)* = f¥, alors Lt (—f) = —L*(f).
Etape 4 : LT est continue sur Co(2). Soit f € Co(2). Comme LT est positive, alors L™ (|f| £

f) >0, donc par additivité de Lt sur Co(Q), Lt (|f]) > £L1(f), d.e., |[LT(f)] < L*(|f]). Soient
maintenant fi et fo € Co(Q), alors les étapes 3 et 1 impliquent que,

ILE(f) = LY ()l = LT (i = I S LT(f = £2D) < Ll 11 = follso-

Etape 5 : LT est une forme linéaire sur Co(Q). L’additivité de L™ montre que pour tout n € N,
Lt (nf) = nL*(f). Comme LT (—f) = —L*(f), 'identité précédente a en fait lieu pour n € Z.
Sir =p/qg € Qavec p,qg € Zet qg#0,alors pL™(f) = L*(pf) = LT (qrf) = ¢L™(rf), d'ot
LY(rf) = rL*T(f). La continuité de Lt et la densité Q dans R implique que LT (af) = aL™(f)
pour tout a € R.

Etape 6 : L™ est une forme linéaire continue positive sur Co(2). On définit L~ := LT — L.
Alors L~ est clairement une forme linéaire continue sur Co(2). De plus, par définition de LT,
LT(f) > L(f) pour tout f € C*, ce qui montre que L~ est également positive. O

Démonstration du théoreme 1.2.6. Si d = 1, d’apres le Lemme 1.2.7, on peut décomposer L €
M(Q) comme L = LT — L~ ou L* sont des formes linéaires continues positives sur Co(2). D’aprés
le théoreme de représentation de Riesz, il existe deux mesures de Radon positives u* telles que

LE(f) = / fdu™  pour tout f € C.(Q).
Q

De plus, par définition de ™ sur les ouverts (voir (1.2.4)) et par définition de la norme dans M (),
on a
pEQ) = sup  LE(f) <L mee) < oo,
fece(2500,1])
ce qui montre que u* sont des mesures finies. Par conséquent, en posant p := put — p~, p définit
une mesure de réelle telle que

L(f) = /Qfdu pour tout f € C.().

Cette inégalité peut étre étendue & toute fonction f € Co(2) par densité de C.(2) dans Co(£2), par
continuité de L et par convergence dominée.

Sid > 2, on applique 'argument précédent aux formes linéaires continues f € Co(Q2) — L, (f) :=
L(fe;), pour tout 1 < j < d, olt e; désigne le j-itme vecteur de la base canonique de R¢. On
montre alors l'existence de mesures de Radon réelles pu; sur Q telles que L;(f) = fQ fdu; pour
tout f € Co(£2). On pose alors p = (u1, ..., ttq) qui définit une mesure de Radon vectorielle et qui
satisfait, pour tout f € Co(Q;RY)

d d d d
L) =L (> fiei | =D Llfie) =D Lilfy) = Z/ fiduj = / fdu.
Jj=1 j=1 j=1 j=17% Q
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Si f € Co(;RY) est telle que || f||oo < 1, alors on a

IL(f)| < /Q Fldlul < ul(@),

puis par passage au supremum par rapport a f, [| L|| pq(ure) < |p|(€2). Réciproquement, soit { B; }ien
une partition Borélienne de 2. On pose

f= 2 Lme

i€N, |u(B;)|>0

Comme |u| est une mesure finie et |f| < 1, on en déduit que f € Lllul(Q;]Rd). Par densité de

C.(%;RY) dans Lllul(Q;Rd), pour tout & > 0, il existe une fonction g € C.(£;RY) telle que |g| < 1
et [, |f —gld|p| < e. Par conséquent

Lo = [ gduz [ frdu—c=Y lu(Bo] -
@ @ ieN
Par passage au supremum parmi toutes les partitions Boréliennes de 2, il vient
Ll pmamray = [1I(82) =&,
ce qui implique, ¢ > 0 étant arbitraire, que || L[| pq(qura) > [p[(£2).

Concernant 'unicité, soient u; et pus deux mesures vectorielles telles que

fdus = / fdus  pour tout f € C.(Q).
Q Q

On pose A := |u1| + |p2| et on considere un Borélien A C Q. Par densité de C.(f2) dans L} (),
pour tout € > 0 il existe une fonction f. € C.(Q) telle que

/\fs—xAldASa
Q

On en déduit alors que

/|fs—xA|d|m|§s ot /|fs—x,4|d|u2|§s.
Q Q

Par passage a la limite dans
/ fadﬂl = / fsd/JQ
Q Q
quand € — 0, on en déduit que u1(A) = pa(A).

1.3 Convergence de mesures

Le théoréme de représentation de Riesz permet d’identifier le dual topologique de Co(€2; R?), noté
M(Q;R?), & I'ensemble des mesures de Radon vectorielles que nous appelerons dorénavant 1’espace
des mesures de Radon bornées. On définit également 1’espace des mesures de Radon, Mi..(€2; RY),
comme I’ensemble des applications y : B(Q2) — R telles que u € M(w;R?) pour tout ouvert borné
w tel que w C Q. Une variante du théoreme de représentation de Riesz montre qu’on peut identifier
I'espace Mioc(Q; R?) aux distributions vectorielles d’ordre 0.

En tant qu’espace dual, on peut considérer la topologie faible* sur M (£2; R9).
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Définition 1.3.1. (i) Une suite {u, }nen C M(2;R?) converge faible* vers p € M(£;R?) si
/Qtp ~dpy, — /Q @-dp  pour tout ¢ € Co(Q;RY).
(ii) Une suite {n }nen C Mioc(Q;R?) converge localement faible* vers p € Mo (€2; R?) si

/ @ - dp, — / @-dp  pour tout p € C.(Q;RY).
Q Q

La norme étant faible® semi-continue inférieurement, il vient que si u, — p faible* dans
M(Q;R?), alors pour tout ouvert U C €,

ul(U) < i inf 11, (U).

L’espace Co(€2; RY) étant séparable, le résultat suivant provient d’une application immédiate du
théoréme de Banach-Alaoglu.

Théoréme 1.3.2. Soit {{1, }nen une suite bornée d’éléments de M(;RY). Alors, il existe une
sous-suite {fin, ren et p € M(Q;R?) telles que pin, — p faible* dans M(2;RY).

Un exemple typique d’application du théoreme de compacité précédent concerne les suites
{fn}nen bornée dans L} (Q2;R?), oul A est une mesure de Radon positive. L’espace L} (€2; R?) étant
non réflexif, on ne peut pas en général extraire de sous-suite faiblement convergente dans L} (£; R%).
Néanmoins on peut définir la suite de mesures de Radon bornées ji,, = f,A € M(Q;R?). Comme

uw«n=ljnwxga

la suite {fin}nen est bornée dans M(;RY) de sorte qu'on peut extraire une sous-suite faible*
convergente dans M (£2;RY) vers une limite g € M(Q;R%). En général, u n’est pas absolument
continue par rapport a A.

Pour les suites de mesures positives, nous avons les conditions suivantes de semi continuité le
long d’ouverts ou de compacts.

Proposition 1.3.3. Si {p,}nen est une suite de mesures de Radon positives dans Q qui converge
localement faible* dans Mo.(Q) vers une mesure de Radon positive p, alors

w(U) < lirginf un(U)  pour tout ouvert U C Q,

lim sup pn, (K) < w(K)  pour tout compact K C €,

n—oo

et
lim p,(E) = u(E) pour tout Borélien borné E tel que E C Q et n(0F) = 0.

n—oo

Démonstration. Soit U C 2 un ouvert et C' un sous ensemble compact de U. On considere une
fonction ¢ € C.() telle que 0 <t <1, ¢ =1sur Cetp =0sur Q\U. Alors

timint 0,(U) = Jim [ wdu, = [ wdu= p(C)

n—oo

Le résultat s’obtient par passage au supremum parmi tous les compacts C' C U et par régularité
intérieure de .
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Si K C Q est compact, par régularité extérieure de p, pour tout € > 0 il existe un ouvert V" C 2
tel que K C Vet u(V) < u(K) + . On peut trouver une fonction ¢ € C.(2) telle que 0 < ¢ < 1,
p=1sur K et ¢ =0 sur Q\ V. Par conséquent

n—00 n—00

lim sup pi, (K) < lim wdun=/s@du§u(V) < u(K) +e.
Q Q

On obtient le résultat en faisant tendre € — 0.

Si E C Q est un Borélien borné tel que E C Q et u(0F) = 0, alors

w(E) = p(E) < liminf p, (E) < lirr_1>inf pn(E) < limsup i, (E) < liminf u, (E) < u(E) = u(E),
n o0 n— oo

n—00 n—00
ce qui conclut la preuve de la proposition. O

Dans le cas d’une suite de mesures vectorielles, nous avons un analogue au dernier point de la
Proposition 1.3.3.

Proposition 1.3.4. Soit {pi, }nen € M(Q;R?) telle que pu,, — p faible* dans M(Q;R?) et || —
A faible* dans M(Q2) ot pu € M(;R?) et X € M(R) est une mesure positive. Alors X > |u| et si

E est un Borélien borné tel que E C Q et A\(OF) = 0, alors

a(E) = p(E).

Démonstration. Soit U un ouvert borné tel que U C €. Pour ¢ > 0 petit, on pose U; := {x € U :
dist(x,0U) > t} de sorte que U; C U. Par semi-continuité inférieure de la variation, il vient, pour
tout ¢t > 0,
|[ul(Ur) < liminf |p|(Ur) < AM(U¢) < A(U).
n—oo

Par passage a la limite quand ¢ — 0, il vient que |p|(U) < A(U). Par régularité extérieure des

mesures de Radon positives || et A, on en déduit que |u| < A.
On écrit
Mn:(un,17"'7un,d>7 H:(Mla--~7ﬂd)
et, pour tout 1 < i < d, p,; = ,u:’i — [y, ; Avec [ | = ,u:ﬂ- + py, ;- Quitte & extraire une sous-

suite, il existe une mesure de Radon positive v; € M() telle que ,uj,i — y; faible* dans M(2).

De plus, comme |p,| > ,u:;i, il vient par passage a la limite que A > v;. En particulier, comme
v;(OF) < A(OF) = 0, on en déduit de la Proposition (1.3.3) que

iy () = vi(E). (1.3.1)

De méme, comme fi,, ; = fi,7 ; — pin,i = Vi — pi; faible* dans M () et |pn| > p,, ;, on en déduit que
A > v; — p; ce qui implique que

f i (E) = vi(E) — pi(E). (1.3.2)
Le résultat suit en faisant la différence entre (1.3.1) et (1.3.2). O

Un outil important pour approcher les fonctions, distributions ou mesures est la convolution.

Définition 1.3.5. Soit u € M(2;R?) et f: RY — R une fonction continue bornée. On définit la
convolution de p et f par la fonction

px flz) = / Fl@ — ) du(y).
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Une application importante est celle ou f = 7. est une famille de noyaux de convolution de la
forme

1 x N
ng(m)zg—Nn(g), x € RY,
ou 7 € C°(RY) est une fonction positive, paire qui satisfait Supp(n) C B1(0) et [pn n(y) dy = 1.
Proposition 1.3.6. Soit @ C RN un ouvert et p € M(2;R?). Pour e > 0, on définit

pente) = [ ot == [ 4 (272) dut

pour x € Q. = {z € Q: dist(z,00) > e}. Alors
(a) pxn. € C®(Q;RY) et 0%(u*n.) = p* (0%n.) pour tout o € NV ;

(b) La mesure p. = (u*n.) LN convergence localement faible* vers u dans Mioc(Q;R?) et

el (4) = /A % 7e) () der < [l (A + B.(0))

pour tout Borélien A C (..

Démonstration. (a) On calcule la limite du taux d’accroissement par passage a la limite sous le
signe intégrale et convergence dominée, puis on raisonne par récurrence sur o.
(b) Soient ¢ € C.(£2) et € > 0 assez petit tel que Supp(y) C Q.. A I'aide du théoréme de Fubini

et de la parité de n, on a
([ et dntw)) oloraa
o \Ja

= /Q(/Qna(y—x)w(fv)dx) dp(y)
/Qcp*nsdw

Comme ¢ est continue & support compact, @ * 1. — ¢ uniformément sur et donc, du fait que |y
est une mesure finie,

/ (1+ 1e) (@) () da
Q

ti [ (en)@eta) do =i [ oenedn= [ odp,

ce qui montre p. — pu localement faible* dans MlOC(Q;Rd). De plus, comme . est une mesure
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, on a de nouveau par le théoreme de
Fubini

|ME‘(A):/4|“*n€|($)dx§/A/Q”e(x—y)dWKy)dﬂc
</Q/A?75($—y)dxd|ﬂ|(y)<A+BE(O)Ang(x—y)dxd|u|(y)< || (A + B.(0)).

O
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1.4 Différentiation de mesures

Dans la suite, nous allons considérer des familles F de boules fermées dans RY. Une telle famille
F est un recouvrement de A C RY si pour tout = € A, il existe une boule B € F centrée en z.
Nous dirons que F est un recouvrement fin de A si, pour tout x € A et tout § > 0, il existe une
boule B € F centrée en x telle que diam(B) < 4.

On admet le résultat suivant (voir [1, Theorem 2.17]).

Théoréme 1.4.1 (de recouvrement de Besicovitch). Il existe un entier € = £(N) € N qui ne
dépend que de la dimension N avec la propriété suivante : soit A C RN un ensemble borné et F
un recrouvrement de A par des boules fermées et tel que

sup{diam(B), B € F} < o0.

Alors, il existe & sous-familles Fi,...,Fe de F telles que, pour tout j € {1,...,&}, F; est une
famille dénombrable de boules deux a deux disjointes et

ACO U B

j=1BecF;

Un corollaire du résultat précédent concerne les recouvrement d’'un ensemble par une union
dénombrable composée de boules fermées deux a deux disjointes a un ensemble de mesure p pres,
ou u est une mesure de Radon arbitraire.

Corollaire 1.4.2. Soit A C RY un ensemble Borélien borné et F un recouvrement fin de A. Alors,
pour toute mesure de Radon positive p sur RY, il existe une sous famille G, C F dénombrable
disjointe telle que

wl A\ U B| =0
Beg,

Démonstration. Soit £ € N donné par le théoreme 1.4.1 et 6 = 1 — 1/(2¢). En posant Ay = A, il
existe £ sous-familles F7i, . .., F¢ telles que, pour tout j € {1,...,£}, F; est une famille dénombrable
composée de boules fermées deux a deux disjointes et

3
Ay C U U B.
Jj=1BEF;
En particulier, il existe i € {1,...,£} tel que
1
1 (Aoﬁ U B) > EM(A).
BeF;
Comme p(Ag) < 0o, on peut donc trouver une sous famille finie G; C F; qui satisfait
12 Aom U B > i/L(‘Ao)
ST:
Beg;

On pose alors Ay := A\ U Beg, B et on applique le méme argument au recouvrement fin de A;

donné par
]-"’::{B/E]:: B'n U B:@}

Beg:
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dont on extrait une sous-famille finie disjointe G5 telle que
1
M (Al N U B) > —u(Aq).
2¢
Begs

En particulier, G; U G2 est également finie et disjointe et, en posant Ay := A; \ UBeg2 B, on a

p(A2) < 6p(Ar).
Par récurrence, on construit pour tout £ € N un ensemble Ay C Ap telle que u(Ag+1) <

dp(Ag) et une famille finie disjointe Gy telle que Uf;l G; est disjointe et
Agpr =4\ |J B=--=4\ |J B
BEGis BeUlg,

En particulier, comme p(Ag) — 0 et la famille dénombrable et disjointe G = (J,—, G, satisfait

A\ |J Bc ﬁAk,
k=1

Beg

on obtient effectivement que p(A\ Ugeg B) = 0. O

Si A et u sont deux mesures de Radon positives sur €2, on définit pour z € Supp(A)

DY () i= limsup igjg;;’ Diule) =l it 5@583'

Lemme 1.4.3. Pour tout ¢ > 0, la fonction x € Q — A(B,(x)) est semi-continue inférieurement.
Pour tout x € 2, la fonction o — A(B,(x)) est continue a gauche.

Démonstration. Soit xx — x, fr := XB,(z) €t [ = XB,(«)- Alors on a
liminf fx(y) > f(y) pour tout y € RV,
k—o0

Cette inégalité est immédiate si y & B,(z). Si en revanche y € B,(z), alors |z — y| < o, ce qui
implique que |z — y| < o pour k assez grand. Par conséquent, le Lemme de Fatou implique que

lim inf frd\ > / fa,
RN RN

k—o0
ce qui montre effectivement que

liminf A(B,(zx)) > A(B,(x)).

k—o0

Soit g * o, alors la suite d’ensembles {B,, ()}ren est croissante au sens de inclusion et
Uy Box () = By(x). Par convergence monotone, on obtient alors que (B, (z)) = A(By(z). O

Le Lemme 1.4.3 montre que les fonctions Dit,u sont Boréliennes sur ). De plus comme les
boules ouvertes peuvent étre approchées par I'intérieur par des boules fermées, les densités Di[ 1
ne changent pas si ’on remplace les boules ouvertes par des boules fermées.

Proposition 1.4.4. Soient A\ et p deux mesures de Radon positives sur 2 et t > 0. Pour tout
Borélien A C Supp(\), on a les deux implications suivantes :

Dipz) <t VeeA = p(A) <tA(A); (1.4.1)
Diu(x)>t VeeA = pu(A)>tr\(A). (1.4.2)
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Démonstration. Montrons (1.4.1). Soit U un ouvert contenant A et € > 0. Pour tout = € A et tout
6 >0, il existe o(x) € (0,0) tel que By, (z) C U et

N(Eg(x) (x)) < (t + 5))‘(39(96) (x))

On définit - - - -
Foi={By(x): v € A, By(x) CU, u(B,(z)) < (t+e)A(B,o(z))} .

Par hypothese, F. est un recouvrement fin de A. Le théoréme de recouvrement de Besicovitch
montre alors lexistence sur sous-famille dénombrable et disjointe F, := {B;};eny C F: telle que

Par conséquent,

pu(A) = iu(E) <(t+e) ik(ﬁi) =(t+e)A (U Bi> < (t+e)AD).
i=0 =0

ieN

Par passage a 'infimum parmi tous les ouverts U contenant A et en faisant tendre ¢ — 0, on en
déduit que p(A) < tA(A). La preuve de (1.4.2) est similaire. O

Théoréme 1.4.5 (Différentiation de Besicovitch). Soit A une mesure de Radon positive sur
Q et € M(;RY). Alors pour M\-presque tout x € Supp(N), la limite

eziste dans R%. De plus la décomposition de Radon-Nikodym de p est donnée par
p=fA+p’,

ou u® = pulE et E est l’ensemble A-négligeable

| pl(Bo(x))
E = (Q\Supp(\)) Uz e Q: lim L2 — o0y,
(2\ Supp(})) { s (B, (@)
Démonstration. En raisonnant sur chacune des composantes de i et en décomposant chacune des
composantes en la différence entre la partie positive et négative, on peut supposer sans restreindre
la généralité que p est une mesure positive finie.
D’apres la Proposition 1.4.4,

—_

A{DS = 00}) S M({DFp > 1)) < Sul{DF > 1) < Spu() 50 quand ¢ oo,

de sorte que 0 < Dy i < Dy ji < 00 A-p.p. = € €. Par conséquent, A(E) = 0. On pose F := Q\ E
et nous allons montrer que Dj\“ = Dy pu A-p.p. dans Q. Pour ce faire, on définit pour tout Borélien
ACQ,

vE(A) = /A DEp(z) d\(x).
Pour tout Borélien A C F, tout ¢ > 1 et tout n € Z, on introduit

A, ={x € A: Dipu(x)e " "]}
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de sorte que |J,, A, = AN {D{p > 0}. D’apreés la Proposition 1.4.4,
vt (An) < TIN(AR) < tu(Ay),

puis en sommant pour n € Z, on obtient que v (A) < tu(A). Par passage a la limite quand ¢ — 1,
il vient v (A) < p(A) et on montre de méme que p(A) < v~ (A) en utilisant le fait que, par la
Proposition 1.4.4, on a pu({D} = 0}) = 0. Par conséquent

vt =vT =pulF,
ce qui montre que f := D;\ru = D, p A-p.p. dans Q et que ul_F' = fA. O

Corollaire 1.4.6 (Points de Lebesgue). Soit A\ une mesure de Radon positive sur un ouvert
QCRN et fe L}\(Q;Rd). Alors, pour \-presque tout x € 0, on a

. 1 _
lim s /B M) = @l e =0

Démonstration. On applique le théoréme de différentiation de Besicovitch & la mesure p = |f —qg|A
ol ¢ € Q, ce qui montre l'existence d’un ensemble Borélien E, A-négligeable (et donc aussi -
négligeable) tel que pour tout € 2\ Ey,

. 1
lin 5 /B W) =) = 1)~

On pose F := quQ E, qui est un Borélien A-négligeable de 2. Pour tout « € 2\ E et tout ¢ € Q,
on a alors

1 1
limsupi/ Fly) — f@)|d\y) < limi/ fly) —q|ldA\(y) + |f(z) — ¢
wsw s [ 1S = S@IG) < s [ 1)~ i)+ 1@ —d
< 2[f(x) —ql.
Par densité de Q dans R, on peut faire tendre ¢ — f(z), ce qui implique le résultat. O

Corollaire 1.4.7 (Décomposition polaire d’une mesure vectorielle). Soit 1 € M(2;RY).
Alors il existe une fonction f € L‘lm(Q;Rd) telle que

w=flul, |f(x)]=1|pl-presque pour tout x € .

Démonstration. On applique le théoréeme de différentiation de Besicovitch & la mesure A = |u|.
Dans ce cas, E = Q\ Supp(|x]) et comme |u(E)| < |u|(E) = 0, on en déduit que p = f|p| olt, pour
|i£|-presque tout x € €,
B
f(z) = Tim ABe@)
=0 |p|(B,(x))

Comme |u(B,y(2))] < |p|(By(z)), on a toujours I'inégalité |f(x)| < 1 pour |u|-presque tout = € .
Par ailleurs, d’apres la Proposition 1.1.9, on a |u| = | f||g| ce qui implique que

Ja=imdu o

On en déduit alors que |f| =1 |u|-p.p. dans Q. O



Chapitre 2

Fonctions a variation bornée

2.1 Définition et exemples

Définition 2.1.1. Soit © C RY un ouvert. L'espace BV (Q) des fonctions & variation bornée
dans Q est Pensemble des fonctions f € L'(f2) telles qu’il existe une mesure de Radon bornée
p € M(Q;RY) satisfaisant

/udivgodx:—/go-du pour tout ¢ € C°(;RY).
Q Q

En d’autres termes, la dérivée distributionnelle Du de u peut étre représentée par une mesure
de Radon bornée. On identifiera systématiquement Du et y et on écrira que Du € M(Q;RY). La
variation totale de u est alors donnée par

|Du|(£2) = sup {/ udivodr : ¢ € C°(QRY), |p| < 1} .
Q
De manieére générale, on peut définir la variation totale de toute fonction u € L'(Q) par

TV (u,Q) = sup{/ udivpdr : ¢ € C°(Q;RY), || < 1},
Q

cette quantité pouvant éventuellement étre infinie. Une application immédiate du théoréeme de
représentation de Riesz montre alors quune fonction u € L!(Q) appartient & BV (€2) si et seulement
si TV (u, Q) < oc.

On vérifie aisément le résultat suivant.

Proposition 2.1.2. L’espace BV () a une structure d’espace de Banach lorsqu’on le munit de la
norme

lull Bv (o) = [lullL1 (@) + [Dul(Q).

Exemple 2.1.3. (i) L’espace de Sobolev W11(Q) est contenu dans BV(). De plus, si u €
Wh(Q), alors Du = Vul® et

|Du\(Q):/ |Vu| dz,
Q

ot Vu € LY(Q;RY) est la dérivée faible de u. En effet, pour tout ¢ € C°(Q;RY), on a par
définition de WH(2) que
/ udivpdr = —/ p-Vudzx
Q Q

27
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de sorte que Du = VulYN. Une application directe de la Proposition 1.1.9 montre alors que
|Du| = |Vu|LN.

(ii) L’inclusion de W11(Q) dans BV () est stricte. En effet, si N = 1 et Q = (—~1,1), on
considere la fonction caractéristique u = x(o,1) € L'(—1,1) \ Wh(=1,1). Or, le calcul de sa
dérivée distributionnelle montre que

Du =6y € M(—l, 1)
et donc que u € BV (—1,1).

L’exemple précédent est un cas particulier d’ensemble de périmetre fini que nous étudierons en
détail au chapitre 4. Un troisieme exemple de fonction a variation bornée concerne les fonctions
ayant des singularités concentrées sur un ensemble diffus de type Cantor. Pour voir cela, nous
allons étudier le cas de fonctions d’une seule variable.

Exemple 2.1.4. Soit « : [a,b] — R une fonction croissante et intégrable. Alors, u € BV (a,b) et
|Dul((a, b)) < u(b) — u(a).

En effet, quitte a étendre u par u(a) sur (—oo,a) et u(b) sur (b,+00), on peut supposer que u
est croissante (et localement intégrable) sur R. Soit 1. un noyau régularisant, on pose u, := u * 1,
de sorte que u. est C*° et croissante sur R. D’une part, on a

b
/ ul dr = us(b) — us(a) = /R[u(b —5) —u(a — 9)n:(s) ds < u(b) — u(a).

D’autre part, pour tout ¢ € C°(a,b) avec |p| < 1 et tout € > 0 assez petit
b b b
/ U do = / uLpdr < / ul dz,
a a a

b
/ us' dr < u(b) — u(a).

Par passage a la limite quand € — 0, on obtient que

b
/ ug’ dr < u(b) — u(a),

puis, par passage au supremum parmi toutes les fonctions test, il vient |Dul|((a, b)) < u(b) — u(a).

Un exemple important est celui de la fonction de Cantor-Vitali (encore connue sous le nom
de Descalier du diable) représente un dernier exemple de fonction BV. Il s’agit d’une fonction
continue croissante dont la dérivé ponctuelle s’annule £!-presque partout (en fait en dehors de
Pensemble triadique de Cantor). Dans cet exemple, la dérivée distributionnelle est une mesure
diffuse concentrée sur ’ensemble triadique de Cantor qui s’avere étre un ensemble de dimension
de Hausdorff In2/In3 € (0,1).

ce qui montre que

La variation totale jouit d’une propriété de semicontinuité inférieure.
Proposition 2.1.5. Soit {ug}ren une suite dans LY(Q) et u € LY(Q) telles que up — u dans
LY($2). Alors
TV (u, Q) < liminf TV (ug, ).

k—o0
Démonstration. Pour toute fonction test ¢ € C°(€;RY) telle que |¢| < 1, on a
/ udivpdr = lim [ wupdivedr < lminf TV (ug, Q).
Q k—oo Q k—o0

Par passage au supremum parmi toutes les fonctions tests, on obtient le résultat escompté. O
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2.2 Approximation par des fonctions réguliéres

La topologie forte de BV est une topologie trop restrictive pour espérer avoir la densité des
fonctions lisses dans cet espace. En effet si {uy, }ren est une suite de fonctions régulieres qui approche
dans BV (Q) une fonction u € BV (Q)\ W(Q), alors {uy }ren est de Cauchy dans BV (Q) et donc
également dans Wh1(Q). Par complétude de W1(Q) on aurait alors que u, — v dans WH1(Q)
puis, par unicité de la limite (au sens des distributions) u = v € WH1(2) ce qui est absurde.

Il convient alors d’affaiblir le mode d’approximation. C’est I'objet du résultat suivant qui sera
central dans la suite de ce cours.

Théoréme 2.2.1 (Anzellotti-Giaquinta). Soit Q@ C RY un ouvert et soit u € BV (Q). Alors il
existe une suite {uy tren de fonctions dans C>(2) N BV (Q) telle que

1. ug — u fortement dans L'(Q) ;

2. Duy — Du faible* dans M(Q;RY) ;

3. |Dugl(Q) — |Du|().
Démonstration. On commence par le cas ot 2 = RY. On considére un noyau régularisant 7.,

et on pose uy := u * 1., € C*(RY). On sait par les propriétés classiques de la convolution que
u € C°(RYN), up — u dans L*(RY) et, par semicontinuité inférieure de la variation totale,

|Du|(RY) < lim inf TV (ug, RY).

Par ailleurs, comme pour tout ¢ € CL(RY;RY), on a

/ ug divipdxr = / (ux*ne,)divpde = / u[(dive) x 1., | dz
RN RN RN

:/ udiv(gp*ngk)dajz—/ @*nak-dDuz—/ - (Duxne,)dz,
RN RN RN

alors Vuy = (Du) * 7., . D’apres la Proposition 1.3.6, Duy — Du localement faiblement dans
Mioe(RY; RV et

TV (ug, RY) < |Dul|(RY).
Ceci implique que {Duy }ren est bornée dans M(RY;RY), en particulier up € BV (RY), ce qui
montre que Dug — Du faible* dans M(R™;RM) ainsi que

limsup | Duy |(RY) < | Du|(RY),
k—o0

ce qui conclut la preuve du théoréeme dans le cas de tout ’espace.

- Cas d’un ouvert général. Soient k > 1 et {€;};>1 une suite croissante d’ouverts bornés tels que
Q C Qi1 U; Qi = Qet |[Dul(Q\ Q1) < 1/4k, on pose

Ay = Qo A= Qi1 \ Qi1 pour tout i > 2.

On a alors que A; est ouvert pour tout ¢ > 1 et = [J, A;. Comme ce recouvrement de A; est
localement fini, on peut considérer une partition de 'unité 8; € C°(A4;) telle que 0 < 0; < 1 et
Yoo, 0; =1sur Q.

Pour tout i > 1, on choisit £; > 0 assez petit de sorte que Supp((6;u) *n.,) C A; et

1
/Q [(O;u) xne, — Ou|ldz < 5T (2.2.1)

1
/Q |(uV;) xn., —uVl;|dx < T (2.2.2)
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On pose alors
oo

Up 1= Z(qu) * 1)z,
i=1
ce qui définit une fonction C>°(2) du fait que la somme est localement finie. D’une part, comme
e’} s .
u =7 ", 0;u,onadapres (2.2.1)

/Q|uk—u|da:§;/g|(0iu)*ngi—Hiu|dx§;k2i :E—>O,

ce qui montre que uy — u dans L'(Q) et, en particulier, par semicontinuité inférieure de la variation
totale, que

|Du|(2) < liminf TV (ug, ).
k—o0

On montre maintenant autre inégalité. Pour tout ¢ € C2°(Q; RY) telle que || < 1,

/u;.C divpdx = Z/(Hiu)*nai divp dx
Q = Ja
= Z/ O;u[(dive) * 0., | dx
=179
= Z/ O;udiv(p xne,) dz
=179

= Z/ udiv(6; (¢ *ne,)) de — Z/ uVo; - (p*ng,)dx
pargvLe) = Jo

+ / udiv(01(p xne,)) d. (2.2.3)
Q
Comme 0y (¢ * 1., ) € C(Q;RY) satisfait |01 (¢ * 0, )| < 1, alors
/ udiv(0y(p xne,)) dz < |Du|(). (2.2.4)
Q

D’autre par, pour i > 2, on a 6;(¢ *1.,) € C (L RN), |0;(0 *n.,)| < 1 et Supp(fi(p *1.,)) C A;.
Par conséquent,

/ wdiv(0;(p *n.,)) de < |Dul(A;) < |Dul(Qus1) — [Dul(Q_1),
Q
puis, en sommant pour ¢ > 2,

, (2.2.5)

==

Z/ wdiv(0;(¢ % 12,)) dz < 2|Dul(Q\ Q) <
i=2 79
Enfin, en utilisant le fait que Zizl Vo, =1, il vient

Z/ uVo; - (pxng,)dx
i=179

Z/Q [(uVO;) xn., -0 —uVb; - o] dz
i=1

S Z/ |(uV0;) *ne,) — uVo;| dx

=179
= Toitl 9L L.
= ; k2itl — ok’ (2.2.6)
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ot 'on a utilisé (2.2.2) dans la derniére inégalité. En regroupant (2.2.3)—(2.2.6), on obtient que

1
/ uy divp dz < |Dul(Q) + —.
Q k

Par passage au supremum parmi toutes les fonctions test ¢, on en déduit que

1
TV (g, ©) < |Dul(9) + 1 < oo,

ce qui montre, & la fois que u, € BV (Q) avec |Duy| () = TV (uy, Q) < |Du|(€2)+ 1. En particulier,
la suite { Dug }ren est bornée dans M(Q;RY) et donc Duy, — Du faible* dans M(Q; RY). Enfin,
on a bien que limsupy, |Dug|(Q2) < |Du|(R2), ce qui conclut la preuve du théoreme. O

Notons que la suite approximante n’est pas réguliere jusque sur le bord. Si toutefois le bord est
régulier, le résultat peut étre améliorer tout comme dans les espaces de Sobolev.

Théoréme 2.2.2. Soit @ C RN un ouvert borné de de frontiére Lipschitz et soit u € BV ().
Alors il existe une suite {uytren de fonctions dans C*°(Q) telle que
1. up — u fortement dans L'(Q) ;
2. Duy, — Du faible* dans M(;RN) ;
3. [Dug|(€2) — |Dul(€).
Démonstration. D’apres le Théoréme d’Anzellotti-Giaquinta, il existe une suite une suite {vg }ren
de fonctions dans C*(Q) N BV () € W () telle que v, — u fortement dans L'(Q), Dvy — Du
faible* dans M(Q; RY) et [Dug|(€2) — [Du|(Q). L'ouvert Q étant Lipschitzien, Uespace C*°(Q) est
dense dans WH1(Q). Pour tout k > 1, il existe donc une fonction uy € C*°(Q2) telle que
1
|ur — vk llwia (o) < T

En particulier, u;, — u dans L'(Q) et comme ||Duy|(Q) — [Dvg|[(Q)] < £+ — 0, on en déduit
que |Dug|(2) — |Du|(2). Enfin, comme la suite {Vuy}ren est bornée dans L'(Q;RY), on a
Duy, = Vup LY — Du faible* dans M(2;RY). O

2.3 Théoremes d’injection

Tout comme dans les espaces de Sobolev, les fonctions a variation bornée possedent de meilleures
propriétés d’intégrabilité.
Théoréme 2.3.1 (Injection de Sobolev dans RY). Il existe une constante vy > 0, qui ne
dépend que de la dimension, telle que pour tout u € BV (RY),

N
Il g,y < P IDURY).

Démonstration. Soit ue :== uxn. € C*°(RY)N BV (RY) c WHL(RYN). D’apres le théoreme d’injec-
tion de Sobolev pour I'espace W1 (RYN), il existe une constante vy > 0 telle que

||UEHLNIX1 ®Y) < IN[IVue | L1 @)y

Comme u. — u dans L'(RY), il existe une sous-suite telle que u. — u LN-p.p. dans RY. Par
ailleurs, comme Vu. = (Du) * 1, la Proposition 1.3.6 montre que [y |Vuc|dz < |[Du|(RY). Par
passage a la limite quand € — 0 et en utilisant le Lemme de Fatou, on obtient que

Il oy ey < Tminf el v, o < v i dng [ Vo lgs ey < v Dul (RY),

ce qui termine la preuve du résultat. O
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Sur un domaine borné, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 2.3.2 (Injection de Sobolev dans un domaine borné). Soit Q@ C RY un ouvert
borné de frontiere Lipschitz. Il existe une constante C > 0, qui ne dépend que de la dimension N
et de ), telle que pour tout u € BV (),

[l @ < Clullpv o).
Démonstration. Soit {uy }ren une suite dans C*°(Q) N BV (Q) € W11(Q) telle que uy — u dans
LY(Q) et |Dug|(Q) — |Du|(Q). Quitte & extraire une sous-suite, on peut également supposer que
ug, — u LN-p.p. dans Q. D’apres le théoréme d’injection de Sobolev pour I'espace W1 (Q), il existe
une constante C' > 0, qui ne dépend que de N et €, telle que

||u/€||LJ\/\_f1 @) < C||uk||W11(Q)

Par passage a la limite quand & — oo et en utilisant le Lemme de Fatou, on obtient que

ol | gy @ = lim inf {|ugl| | o Climinf {lug[lw1(0) = Cllullv (o).
ce qui termine la preuve du résultat. O

Nous avons également un analogue du théoréeme de compacité.

Théoréme 2.3.3 (Rellich). Soit Q@ C RN un ouvert borné de frontiére Lipschitz. Pour tout
1 <p< N/(N —1), Uinjection BV () C LP(2) est compacte. En particulier, de toute suite bornée
{ur}ren dans BV (), on peut extraire une sous-suite {ug, }jen telle que uy, — u fortement dans
LY() et Duy, — Du faible* dans M(Q;RY) avec u € BV ().

Démonstration. Soit {uy }ren une suite bornée dans BV (§2). D’apres le théoréme d’approximation
d’Anzellotti-Giaquinta, pour tout k € N, il existe une fonction vy € C*°(2) N BV (Q) telle que

|ur — vkl @) + [[Dug|(2) — [Dvg|(Q)] <

| =

En particulier, la suite {vy }xen est bornée dans W1(Q) et le théoreme de Rellich (pour W11(€2))
montre I'existence d’une sous-suite {v, }jen qui converge dans L' () vers une fonction u € L'(Q).
Il vient alors que uy, — u dans L'(Q2) et comme {Duy, }jen est bornée dans M(Q;RY), alors
Duy; — Du faible* dans M(;RN) avec u € BV (). Comme, d’apres le théoreme 2.3.2, la suite
{ug, }jen est également bornée dans LN/(N=1)(Q), on en déduit que ug; — u dans LP(Q2) pour tout
1<p< N/(N -1). O

L’étude de problemes variationnels repose tres souvent sur des inégalités de type Poincaré per-
mettant de controler les valeurs d’une fonction lorsqu’on controéle son gradient. En voici maintenant
une version dans BV.

Théoréme 2.3.4 (Inégalité de Sobolev-Poincaré-Wirtinger). Soit Q C RY un ouvert borné
connezxe de frontiere Lipschitz. Il existe une constante Cq > 0 (qui ne dépend que de la dimension
et Q) telle que pour tout u € BV (),

llu — UQHLNI\ll @ < Cql|Du|(£2),

ot ug == LN (D)7 [, u(z) dz désigne la moyenne de u sur Q.
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Démonstration. Montrons d’abord qu’il existe une constante Cq > 0 (qui ne dépend que de la
dimension et §2) telle que pour tout u € BV (Q),

lu —uallL) < CalDul(9),

On raisonne par contradiction en supposant qu'’il existe une suite {uy ren dans BV () telle que

x| =

/ukdaczo, /|uk|dm:1, | Dug|(Q2) <
Q Q

D’apres le théoreme de Rellich, quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer qu'il existe une
fonction u € BV (Q) telle que u, — u dans L'(Q2). De plus, les propriétés précédentes montrent
que

/uda::(), /|u\dx:1, |Dul|(92) = 0.
Q Q

On en déduit, €2 étant connexe, que u = ¢ est constante sur 2 et par la propriété de la moyenne,
que ¢ = 0, ce qui contredit le fait que |lu/p1q) = 1.
D’apres le théoreme 2.3.2 ainsi que le cas précédent, il vient

[ —uall, xr < Cllu = uallpv ) < C(Co + 1)[Dul(Q),

NI (@)

ce qui termine la preuve du théoreme. O

2.4 Applications

2.4.1 Le modeéle de Rudin-Osher-Fatemi

Un probleme classique en traitement d’image concerne le débruitage d’une image au moyen de sa
régularisation par variation totale. On suppose qu'une image est donnée par une fonction g € L?(12)
définie sur un ouvert borné 2 de R2. On cherche & régulariser I'image en pénalisant les trop grandes
variations. Pour ce faire on introduit le probleme variationnel suivant, dit de Rudin-Osher-Fatems :

A
= inf {[Dul(Q)+ = —gl*d
aim it fiDul@) + 5 [ - gasf

oll A > 0 est un terme de pénalisation.
Montrons que ce probleme est bien posé. Pour ce faire on considére une suite minimisante
{uk }ren dans BV () telle que

A
| Dug|(2) + f/ lug — g|* dr — a.
2 Jao
Notons que « € [0,400) car en choisissant le compétiteur u = 0, on obtient que
A 2
0<a< = | |g|"de < 0.
2 Ja

Par conséquent, la suite {uy }ren est bornée dans BV (2) N L?(€2). On peut donc extraire une sous-
suite (toujours notée {uy}ren) telle que ur — u, faiblement dans L?(2) et Duy — Du, faible*
dans M(Q;R?) avec u, € BV (Q) N L?(Q). Par semicontinuité inférieure de la norme L?(£2) (pour
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la convergence faible de L?((2)) ainsi que la semicontinuité inférieure de la variation totale, on
obtient que

a < |Duy|(R) / luy — g|? dx < hmlnf{|Duk| / lug — g/ dx} =a,

ce qui montre que u, est un minimiseur de la fonctionnelle de Rudin-Osher-Fatemi.
Ce probleme peut étre également interprété comme un modele simplifié scalaire de fluide de
Bingham plastique, parfois connu sous le nom de probléme de Mosolov sans viscosité.

2.4.2 Elasto-plasticité parfaite

Un modele simplifié d’élasto-plasticité parfaite consiste a déterminer un champ de contrainte
o : Q — R? ainsi qu'un déplacement scalaire v : 8 — R, définis sur un ouvert borné  C R?,
tels que, en notant p := Vu — o le vecteur des déformations permanentes (ou plastiques), (u, o, p)
minimise la fonctionnelle d’énergie

J(v,7,q) : /|v|2dx—|— /|7'|2dx—|—/|q|da:—/fvdx

parmi tous les triplets (v, 7,q) € WH1(Q) x L2(2;R?) x L1(£;R?) qui satisfont la condition Vv =
T+ ¢q dans 2. Le premier terme représente 1’énergie cinétique en régime stationnaire, le deuxieme
est Iénergie élastique, le troisieme est ’énergie de dissipation plastique et enfin le quatrieme n’est
autre que le travail des efforts extérieurs dans lequel on suppose que f € L?(Q).

On pose

a = inf {J(U,T, q): (v,7,q) € WHH(Q) x LA(Q;R?) x L' (% R?), Vo = 7 + ¢ dans Q}
et on considére une suite minimisante {(ux, ok, pr) }ren telle que
J(ur, on, pr) — a.

Remarquons que — 5 Hf||L2 (@) < @< J(0,0,0) de sorte que {uy }ren est bornée dans L2(Q), {01 }ken
est bornée dans L?(Q;R?) et {pr }ren est bornée dans L!(Q;R?). Quitte & extraire une sous-suite,
on peut supposer que

up — u faiblement dans L?(£2),

o, — o faiblement dans L?(£2;R?),

pr — p faible* dans M(Q;R?),
ott (u,o,p) € L*() x L2(Q;R?) x M(Q;R?). De plus en utilisant que Vuy = o + pg, on en déduit
que VuiL? — oL2% + p faible* dans M(Q; R?), ce qui montre que u € BV (Q) avec Du = 0L + p.
De plus, par semicontinuité inférieure de la variation totale

liminf J(ug, ok, pi) > J(u, 0, p),
k— o0

ou l'on a posé
~ 1 1
Jwra) =5 [ pldess [ e +lad@)- [ fode
Q

pour tout (v,7,q) € BV (2) x L*(;R?) x M(;R?) tels que Dv = 7L 4 ¢ dans Q. Montrons que
(u, o, p) minimise la fonctionnelle J.
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Soit (v,7,q) € BV(Q) x L?(2;R?) x M(Q;R?) tel que Dv = 7£? + ¢ dans . En adaptant la
preuve du théoreme d’Anzellotti-Giaquinta (exercice), on montre 'existence d’une suite {v}ren
dans C*>(Q) N BV (Q) telle que vy — v fortement dans L?(Q2), Dvy — Dv faible* dans M(Q;R?)
et |Dvy — 7L2|(Q) = |Dv — 7£2|(2). On pose alors gi, := Dvy — 7 € L'(Q;R?) de sorte que

J(Uka Tk Qk) - j(’U, T, Q)
Par conséquent,

J(u,0,p) < likmian(uk,Uk,pk) =« < limsup J(vg, 7k, qx) < j(v,T, q),
— 00

k— o0

ce qui montre effectivement que (u, o, p) minimise 1’énergie, dite relaxée, J.



Chapitre 3

Mesures de Hausdorff

3.1 Les mesures extérieures
Dans cette section, on désigne par X un ensemble et par P(X) I'ensemble des parties de X.

Définition 3.1.1. Une application p* : P(X) — [0,+00] est appelée mesure extérieure si elle
vérifie

(i) p(0) =0;

(ii) Pour tout A, B € P(X), on a p*(A4) < u*(B);

(iii) Pour toute suite { A, tnen de P(X), on a

(U] < i
n=0 n=0

Si une mesure sur la tribu triviale P(X) est toujours une mesure extérieure, la réciproque n’est
pas forcément vraie. Toutefois il est possible de restreindre pu* a une tribu sur laquelle p* est une
mesure.

Définition 3.1.2. Un ensemble A € P(X) est dit pu*-mesurable si pour tout E € P(X), on a
p*(E) =p (ENA)+p (E\A).

Par la sous-additivité d’une mesure extérieure, pour vérifier qu'un ensemble A est p*-mesurable,
il suffit de montrer que

p*(E) z p (ENA)+p*(E\A)

pour tout E € P(X) tel que pu*(E) < oo. De plus, par définition, on a que tout ensemble A C X
tel que p*(A) = 0 est p*-mesurable.

Théoréme 3.1.3. (de Carathéodory) Soit p1* une mesure extérieure sur un ensemble X. Alors
la classe A des ensembles p*-mesurables est une tribu et la restriction de pu* a A est une mesure.

Démonstration. Montrons tout d’abord que A est une tribu. Clairement, on a ) € A car p*(0) =0

Par ailleurs A est stable par passage au complémentaire puisque EN(X\A) = E\A et E\(X\A) =
E N A. 1l reste donc & montrer que A est stable par union dénombrable.

37
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Vérifions d’abord que A est stable par réunion et intersection finie (ce qui fera de A une algebre).
Si Ay et Ag sont p*-mesurables, par sous-additivité de p*, on a pour tout E € P(X),
pH(E) = p(ENA)+p"(E\A)
p(ENAD)+p (BN A) N Az) +p((E\ Ar) \ Az)
pr(ENAy) +p"(EN Az \ Ay) + p(E\ (A1 U Ag))
> p(EN(ALUA)) +p (BN (AU Ay)),

ce qui montre que A; U A; € A. Par passage au complémentaire, on en déduit que A; N Ay € A,
puis que A; \ A € A.

Soit maintenant { Ay, },en une suite d’éléments de A, posons A = | J,, A,, et montrons que A € A.
On définit Ay = Ag puis A;, = A,\U,,<,, Am pour tout n > 1; A étant une algebre, on obtient ainsi
une suite {4, },,en d’ensembles dans A disjoints deux a deux et de réunion | J,, 4;, = J,, 4, = A.

Posons By, =<, A}, € A, on obtient alors pour tout £ € P(X)

p(ENBny1) = p(ENBppiNBy) + " (EN Bypya \ Br)
= p(ENB,)+p (ENA, ),

car les A] sont deux & deux disjoints. Ceci établit par récurrence que pour tout n € N,
*(ENB,) Z“ (ENA). (3.1.1)

Les ensembles B,, étant p*-mesurables, on a
p(E) = p*(EN Bn) +u"(E\ By)

ce qui implique, par (3.1.1) et croissance de u* (B, C A), que
n
> p(ENAL) +pt(E\A).
k=0
Par passage a la limite quand n — co et sous-additivité de la mesure extérieure p*, il vient

W) > S p (BN A+t (BN A) > i (BN A) + (B A), (3.1.2)
k=0

ce qui montre que A € A et donc que A est une tribu.
Si les A, sont disjoints deux a deux, alors A/, = A, pour tout n € N. En prenant £ = A dans
(3.1.2), on obtient

o0
> ut(Ax) = pr(A),
k=0
ce qui montre que p* est une mesure sur A. O

Si & présent (X,d) est un espace métrique (que l'on peut donc munir de la tribu Borélienne,
B(X), engendrée par les ouverts), le résultat suivant donne un critére assurant la p*-mesurabilité
des ensembles Boréliens de X.

Proposition 3.1.4. Si, pour tout A, B C X avec dist(4, B) >0, on a
W(AUB) = 1*(4) + 5" (B), (3.1.3)
alors B(X) C A.
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Démonstration. Puisque la tribu Borélienne B(X) est aussi engendrée par les fermés, il suffit de
montrer que tous les fermés de X sont p*-mesurables. Soit E C X tel que p*(E) < oo. On pose
pour tout n > 1,

1
C, = {x € X : dist(x,C) < n}
Comme dist(E \ Cy,, ENC) > 1/n > 0, 'hypothése montre que

W(B\ C) + 1" (ENC) = 1" (B\ C,) U(ENC)) < " (E). (3.1.4)

b

Posons

| =

1
Ry := {x eFE: Pl < dist(z,C) <

Comme dist(R;, R;) > 0 deés que |j — i > 2, on a

et

pour tout m > 1, d’out Y po, p*(Ry) < 2u*(E) < oo. Comme C est fermé, on a E\C = (E\ C,,) U
Ug>n Bk, et donc, par sous-additivité de p*,

pH(EN\Cy) < p*(E\C) < p (E\Cp) + Y 1" (Ry),
k>n

puis par passage a la limite quand n — oo, p*(E \ C,) — p*(E \ C). Enfin, en faisant tendre
n — oo dans (3.1.4), il vient

pr(E) Z p(ENC) + p"(E\C)

ce qu’il fallait démontrer. O

Exemple 3.1.5. Soit Q,(7) = {y € RN : max; |x; —y;| < r} le cube ouvert centré en z et de c6té
2r. Pour tout A C RY, on pose

LN (A) := inf {2(27“,»)]\7  AC U Qr(xl)} .
=0 i=0

On montre facilement que £V est une mesure extérieure. De plus comme tous les cubes Q; =
Qr; (x;) peuvent étre subdivisés en une union finie disjointe de plus petits cubes de c6tés arbitrai-
rement petits, on en déduit que la propriété (3.1.3) est vérifiée. Ceci montre que (la restriction a
B(RY) de) LV est une mesure Borélienne. Comme elle est de plus finie sur les compacts, £V est
une mesure de Radon positive, appelée mesure de Lebesgue.
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3.2 Définition et propriétés des mesures de Hausdorff

Définition 3.2.1. (i) Soient A CRM, 0 < s < oo et § > 0. On définit

H5(A) ;= inf {Zws (W)b : ICN, AC UAi, diam(4;) < 5} 5

el i€l
ou e
RRYCESY
et T(t) := [;° e~"a'~! du est la fonction Gamma d’Euler.

(ii) Pour A C RN et s >0, on pose

H*(A) = sup H3(A) = lim H3(A).

6>0
On appelle H* la mesure de Hausdorff s-dimensionnelle sur RY .

Remarque 3.2.2. (i) La limite définissant H®(A) existe et est donnée par le supremum car si
1 < 09, alors Hj (A) > Hj, (A).
(ii) Si s = k € N, La constante de renormalisation wy, coincide avec le volume de la boule unité
dans R”, i.e.
wp=LF{z eRY: 22+ 42} <1)).
(iii) Comme diam(A) = diam(A), on peut supposer que les ensembles A; sont fermés dans la
définition de Hj(A).

Théoréme 3.2.3. Pour tout 0 < s < oo et tout 6 > 0, Hji et H® sont des mesures extérieures. De
plus, la restriction de H® est a B(RY) est une mesure Borélienne.

Démonstration. Si A C B, on a clairement que Hj(A) < H3(B) puis, par passage a la limite
quand 6 — 0, on en déduit que H*(A) < H*(B). Soit maintenant {4, },en une suite de parties
de RY. Pour tout € > 0 et n € N, il existe I,, C N et un recouvrement {B'};cr, de A, tel que

diam(B!") < 4 et
diam(B7) \*
Hy(An) > ) w, (mr;( : )> —2 " e,

i€l
Comme J,, 4, C UU,,; B, il vient

() =3 3o () < S o,

n=04el

et la sous-additivité
o0 o0
H; (U An> <> HiA
n=0 n=0
de Hj suit par passage a la limite quand € — 0. Par suite, H® est également sous-additive par

passage au supremum en ¢ dans l'inégalité précédente.

Pour montrer que H® est une mesure de Borel, en vertu de la Proposition 3.1.4, il suffit de
montrer que H*(A U B) > H*(A) + H*(B) pour tout A, B C RY tels que dist(A, B) > 0. Soient
0 < ¢é < dist(4, B)/4, I C N et {C;};cr une recouvrement de AU B avec diam(C;) < §. On définit
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Iy:={iel: CiNA#0}etlp:={jel: C;NB#0}desorteque A C|J
et C;NC;=0siielsetjelp. Alors

(B - (B ()

i€l i€la j€lp
H3(A) + Hi(B).

i€l p Ci’ BcC UjEIB Cj

Y

Y

Par passage & 'infimum sur tous les recouvrements {Cj };c; de AU B dans le membre de gauche,
il vient

H3(AU B) = H3(A) + H3(B),
puis, par passage a la limite quand § — 0,
H(AUB) > H*(A) + H*(B).

L’autre inégalité est une conséquence immédiate de la sous-additivité de la mesure extérieure H®.
Une application immédiate de la Proposition 3.1.4 montre que H?® est une mesure de Borel. O

Montrons a présent des proprités basiques des mesures de Hausdorff.

Proposition 3.2.4. (i) H° est la mesure de comptage dans RY ;
(ii) H' = L' dans B(R) ;
(iii) H*(ANA) = \*H*(A) pour tout X > 0 et tout A C RV ;
(iv) H¥(L(A)) = H*(A) pour toute isométrie affine L : RY — R? et tout A C RV ;
(v) Si f:RN — R? est une fonction Lipschitzienne, alors

H(f(A)) < [Lip(f)]*H*(A)  pour tout A C RY;
(vi) Sit>s et ACRY, alors
H'(A) >0 = H(A)=cc.

Démonstration. (i) Si {a} est un singleton, pour tout § > 0, on a a € Bs/s(a) de sorte que
HY({a}) < wo(6/2)° =1 et donc, en faisant tendre § — 0, HO({a}) < 1.Si I C I et {A;}icr est un
recouvrement de {a} par des ensembles de diametre plus petit que d, alors il existe ig € I tel que

a € A;,, dou
diam(A; 0 diam(A4;, 0
WL (PR e (M)

icl

109

Par passage & l'infimum parmi tous les recouvrements, il vient H°({a}) > HJ({a}) > 1. Par
conséquent, H°({a}) = 1. Si A = {ay,...,a;} est un ensemble fini, HO(A) = 3¢ HO({a;}) =
k = #(A) et, si A est un ensemble infini H°(A) = co = #(A).

(ii) Soit A C R un ensemble Borélien et A C [J;2]ai, b;[, pour tout § > 0 on peut décomposer
chacun des intervalles [a;,b;] en une union finie de sous intervalles d’intérieurs disjoints et de
diamatre plus petit que 9, i.e. [a;,0;] = U, [af, B]] avec B} — o < 4. Par conséquent,

) o0

= Z(bz - ai)7

1=0 jel; 1=0

M) < Y0 3 el )

ot 'on a utilisé le fait que wy = 2. Par passage a I'infimum parmi tous les recouvrements (Ja;, b;])ien,
on obtient, par définition de la mesure de Lebesgue, que H}(A) < L!(A), puis, par passage a la
limite quand § — 0, H'(A4) < L1(A)
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Pour montrer 'autre inégalité, considérons I C N et un recouvrement {A;};c; de A avec
diam(A4;) < §, on pose s; = inf A; et t; = sup A, de sorte que A; C [s;, ;] et t; —s; = diam(4;) < 4.
Par définition de la mesure de Lebesgue, on a donc que

diam(A;
£i(4) < Z(ti —8) =w Z #,
el el
puis, par passage a 'infimum par rapport a tous les recouvrements (A;);er, il vient

LH(A) < H5(A) < HU(A).

(iii) Si I C€ N et {A;}ier est un recouvrement de A avec diam(A;) < ¢, alors {AA; }ier est un
recouvrement de AA avec diam(AA;) < AJ, d'ou

diam(4;)\°
S < S
$5(AA) < A Zws (2 )
el
puis, par passage & I'infimum parmi tous les recouvrements {A;};cr de A,
H3s(AA) < NHF(A) < AH(A).

Par passage a la limite quand § — 0, on obtient H*(AA) < A*H*(A). Pour montrer 'autre inégalité,
on note simplement que

H(A) = HE(AL(MNA)) < ASH (AA).

(iv) Si L : RN — R? est une isométrie linéaire, I C N et {A;};cs est un recouvrement de A avec
diam(A4;) < 4, alors {L(A;)}ier est un recouvrement de L(A) avec diam(L(A;)) = diam(A4;) < 4.
Par conséquent,

HL) < T (dm(j(“‘”) =S (d‘g“‘”)

puis, par passage & I'infimum parmi tous les recouvrements {A;};cr de A et passage au supremum
en J, on obtient
H(L(A)) < H(A).

Comme L~!: L(RY) — RY est une isométrie linéaire, il vient
H*(A) = HY (L7 (L(A))) < H*(L(A)),

ce qui montre l'autre inégalité.

(v) Si f : RY — R? est une fonction Lipschtzienne, I C N et {A;};c; est un recouvrement
de A avec diam(A4;) < §, alors {f(A;)}icr est un recouvrement de f(A) avec diam(f(A4;)) <
Lip(f)diam(A;) < Lip(f)d. Par conséquent,

My 1) < S (ADY < pip( e 3, (P340
el el

puis, par passage a 'infimum parmi tous les recouvrements {4; };c; de A et passage au supremum
en ¢, on obtient

H(f(A)) < [Lip(f)I*H(A).
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(vi) est une conséquence du fait que, par définition de la mesure de Hausdorff, pour tout ¢ > 0,

o i) < 2 (g)”m( )< (g)”m.

S S

Par passage A la limite quand § — 0, on en déduit que si H*(A) < oo, alors H!(A) = 0. O
Définition 3.2.5. La dimension de Hausdorff d’un ensemble A C RY est définie par
dimy (A) ;== inf{s > 0: H*(A) =0}.

Par définition de la dimension de Hausdorft, on a que H*(A4) = 0 pour tout s > dimy(A) et,
d’apres la Proposition 3.2.4(v), il vient que H*(A4) = oo pour tout s < dimy (A).

Un outil tres utile concerne les densités s-dimensionnelles d’une mesure de Radon positive.

Définition 3.2.6. Soit 1 une mesure de Radon positive finie sur un ouvert  C RY. On définit
les densités s-dimensionnelles inférieures et supérieures en x € ) par

0—0 WSQS 0—0 sts
Si O (p, x) = O% (1, x) on notera O4(u, z) la valeur commune.

Proposition 3.2.7. Soit i une mesure de Radon positive finie sur un ouvert Q C RN, ¢ > 0 et
A C Q un Borélien. Si ©%(u,x) >t pour tout © € A, alors

> tHILA.
De plus, si E C ) est un Borélien tel que H*(E) < oo, alors

L KB By(a))

1 = =0 pour H’-presque tout v € Q\ E.
o—r

Démonstration. Soient U un ouvert contenant A, ¢’ <t et 6 > 0. Par définition de la lim sup, pour
tout x € A et tout 0 < € < 4, il existe g, € (0,¢/2) tel que B, (z) C U et

(B, (x)) > t'ws05.

Soit F la famille des boules fermées B contenues dans U et telles que diam(B) < § et u(B) >
t'ws(diam(B)/2)%. 1l S’agit d’un recouvrement (fin) de A et le théoréme de recouvrement de Besi-
covitch montre alors l'existence de & sous-familles F7,. .., ¢ telles que chacunes des sous familles

=k
Fi = {B; }ren est dénombrable et disjointe et

N
T
o]
m

Par conséquent, par définition de la mesure de Hausdorff, il vient

> diam( S\ 1 &
Hg(A)SZZwS () PZZM w(U).

=1 k=0
Par passage & la limite quand § — 0 et ¢/ — ¢, on en déduit que H*(A) < %M(U) < 00.

IN
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_Draprés le Corollaire 1.4.2, comme F est un recouvrement fin de A, il existe une sous-famille
{B,}jen de F dénombrable et disjointe telle

wlA\JB| =0

JjEN

Par conséquent, comme H3 est une mesure extérieure et Hi < H?, il vient

Hy(A gfj (LB )t,ZuB JH(D).

Par passage a la limite quand 6 — 0 et ¢ — ¢, puis passage & I'infimum parmi tous les ouverts U
contenant A, obtient que H*(A) <t 1u(A). On peut répéter le méme argument en remplagant A
par n’importe quel sous ensemble Borélien de A et établir ainsi que p > tH* L A.

Si E C Q est un Borélien tel que H*(E) < oo, on applique ce résultat a la mesure finie p = H*L E
avec A = A, = {z € Q\ E : O%(u,z) > 1/n} et ¢ = 1/n. On obtient alors que 0 = p(A,) >
LH%(A,). Comme |, Ay = {z € Q\ E : ©(g,z) > 0}, on en déduit que H*({z € Q\ E :
O%(u,z) > 0}) =0. O

3.3 Mesure de volume et mesure de surface

3.3.1 Mesure de volume

Nous allons & présent montrer que la mesure de Hausdorff N-dimensionnelle dans RY coincide
avec la mesure de Lebesgue £V. La démonstration repose sur I'inégalité isodiamétrique qui stipule
que le plus grand volume parmi tous les sous ensembles de diametre d est wx (d/2), i.e. le volume
de la boule. Remarquons que cette inégalité n’est pas completement évidente car, comme le montre
I'exemple d’un triangle équilatéral, il n’est pas vrai qu’un ensemble quelconque est contenu dans
une boule de méme diametre.

Proposition 3.3.1 (Inégalité isodiamétrique). Pour tout ensemble LN -mesurable A C RY,
on a N
diam(A)>

£V (4) sWN( :

Démonstration. La preuve repose sur le principe de symétrisation de Steiner. Pour tout & € RY
avec |¢] = 1, on note II¢ 'hyperplan orthogonal & €. Si B C RY est un ensemble £¥-mesurable,

Bg::{tER: y+t& € B}

désigne la section de B dans la direction £ passant par le point y. D’apres le théoreme de Fubini,
Papplication y — L£!(B5) est LN ~!-mesurable dans II¢. Par conséquent 'ensemble

Se(B) == {y+t&: yellg, |t| < £1(B5)/2}

est toujours £N-mesurable. De plus, une nouvelle utilisation du théoréme de Fubini montre que
LY (S¢(B)) = £ (B).

Par ailleurs, si B est symétrique par rapport & II, avec v - § = 0, alors S¢(B) conserve cette
propriété. Pour voir cela, notons o la symétrie par rapport a II,, i.e. o(z) = z — 2(z - v)v, qui
satisfait o2 = id. Alors, on a que

oy + B5S) = oy) + B5 -
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En effet, si x € o(y + Béé‘)7 alors il existe t € Bg tel que z = o(y+t) =o(y) +t{ car £ - v =0.
Comme y + t£ € B et o(B) = B, on en déduit que o(y) + t£ = x = o(y + t€) € B, ce qui montre
que t € Bg(y) et donc que = € o(y) + Bg(y)f. Pour montrer 'autre inclusion, on utilise I'inclusion
précédente pour obtenir que

o(a(y) + B5)&) C o (y) + Bia(,)€) = y + BE,

soit, en appliquant o & 'inclusion précédente, o(y) + U(y)g Co(y+ Bfg) Soit x € S¢(B), alors
x =y+1 avec y € Il¢ et [t| < £'(B5)/2. En utilisant la Proposition 3.2.4 (ii) et (iv), on en déduit
que
18y — y1(RE) = 11 ey — 1 13
L(By) =M (By) =M (y+ By&) =H (o(y + Byg))
= Hl( (y )+B£(y)€) ( o (y) ) /Jl(Bﬁ(y))

Par conséquent, o(z) = o(y) 4 t§ avec o(y) € Il¢ et 2|t| < L'(Bf) = El(Bf_(y)), ce qui montre que
o(x) € S¢(B) et donc que S¢(B) est symétrique par rapport & IT,,.

Montrons a présent que la symétrisation diminue le diametre. Pour ce faire, pour tout € > 0, on
considere x et 2’ € S¢(B) tels que

diam(S¢(B)) < |z — 2’| + .
Soient y =z — (z- )€ et y =2’ — (2’ - §)§ € II¢ et posons
=inf{t: y+t£ € B}, s:=sup{t:y+te B},

et

=inf{t: y +t£ € B}, s :=sup{t:y +t e B}
Supposons, sans restreindre la généralité que s’ —r > s — r’. Alors
1 1 1 ! 1 1 / 1 13 1
s—rzf(s—r)+§(s—r):§(s—r)+§(s—r) §£(3)+ E( L.

Comme |z - &| < $LY(BS) et |2/ - ¢] < %El(Bj), il vient

N —

s'—r>r- g+ g >z —al €]
Par conséquent, comme y + 7€ et 3 + s'¢ € B,

(diam(S¢(B)) —e)* < |z —a'P =y —y' P + |z £ —a' - ]
<ly—y' P+ —r)? =y +rf) — (¥ +5'9” < (diam(B))* = (diam(B))?,
ce qui montre effectivement que diam(S¢(B)) < diam(B).

Nous sommes & présent en mesure de montrer I'inégalité isodiamétrique. Si diam(A) = oo, il
n’y a rien & montrer. Sinon, on considére une base orthonormée {ey,...,ex} de RY. On définit
Ar = S, (A), Ay = Se,(A1),..., ANy = Scy(An—1) et on pose A* = Ay. Par construction,
LN(A*) = LY (A), diam(A*) < diam(A) et A* est symétrique par rapport a Il., pour tout k =

1,...,N. Par conséquent, si v € A*, alors —z € A* de sorte que A* C Bgjam(a+),2(0), soit
N diam(A*)\ ¥ diam(A)\ ™
LN(A) = LY(A*) < LY (Baiam(as)/2(0)) = wy (2()) <wy (2()> ;

ce qui conclut la preuve de I'inégalité. O
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L’inégalité isodiamétrique permet montrer que la mesure de Hausdorff N-dimensionnelle coincide
avec la mesure de Lebesgue dans RY, généralisant ainsi la Proposition 3.2.4 (ii).

Théoréme 3.3.2. HY = LN dans B(RY).

Démonstration. Soit A € B(RY). Pour tout § > 0 il existe I C N et un recouvrement {A;};c; tel
que diam(A;) <4 et

. N
wy Y (W) <HY(A)+0 <HN(A) +4.

iel

Rappelons que, sans restreindre la généralité, on peut supposer que les A; sont fermés. Comme
A C |J; Ai, on obtient grace a I'inégalité isodiamétrique que

LA <Y LAY <wn S (diam(Ai)) < HV(A) + 6.

: : 2
el el

On obtient que £V (A) < HN(A) par passage & la limite quand 6§ — 0.

Pour montrer l'autre inégalité, on commence par établir que H”Y est une mesure de Radon.
Pour ce faire, on remarque que si Q est un cube de RV, alors diam(Q) = vV NLN(Q)'/". Soit donc
{Qi}ien un recouvrement de A par des cubes. Si § > 0, quitte & subdiviser chaque cubes Q; en
plus petits cubes, on peut supposer que diam(Q;) < ¢. Par définition de la mesure de Hausdorff, il
vient

oo . ) N N
H'(A) Swn ) (d“;@)> = wy (“f) > £MQi).
=0

i=1

Par passage a Uinfimum parmi tous les recouvrements {Q;};cn de A et par passage & la limite
quand § — 0, il vient HV (A) < OnyLN(A), ce qui montre effectivement que HY est finie sur les
compacts et donc que HY est une mesure de Radon.

Soit U un ouvert contenant A et § > 0. Pour tout z € A, il existe g, € (0,8/2) tel que B,(z) C U
pour tout g < g, de sorte que F = {B,()}zcA, 0<p<p, forme un recouvrement fin de A. D’apres
le théoréeme de recouvrement de Besicovitch (Corollaire 1.4.2), il existe une famille dénombrable
{Bg}ren C F de boules fermées deux & deux disjointes, de diametre plus petit que & et contenues
dans U telles que

HY (A\ GBk> =0.
k=0

Par o-sous additivité de Hf;v il vient

Par régularité extérieure de la mesure de Lebesgue et passage a la limite quand § — 0, il vient
HN(A) < LN (A). O

Remarque 3.3.3. Le résultat précédent montre que, pour tout s < N, la mesure de Hausdorff
H® n’est jamais une mesure de Radon dans RY
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3.3.2 Mesure de surface et formule de ’aire

Nous nous intéressons & présent & linterprétation de la mesure de Hausdorff H* pour k € N
avec 1 < k < N — 1. La formule de aire va nous permettre de montrer que H* coincide avec
la mesure de volume sur les sous-variétés de dimension k& dans RY. On rappelle la définition des
sous-variétés de RY.

Définition 3.3.4. Un sous ensemble M C RY est une sous-variété de R de dimension k et de
classe C' si, pour tout xo € M, il existe un voisinage V' de xy dans RY, un voisinage U de 0 dans R¥
et une fonction f: U — V de classe C! et injective telle que f(0) = zo, V£(0) est une application
linéaire injective de RF dans RY et f est un homéomorphisme de U sur M N'V. On appelera f un
paramétrisation locale de M en xg.

Remarque 3.3.5. Notons qu’une application linéaire L : R¥ — R (avec k < N) est injective
si et seulement det(L? L) > 0. En particulier, comme le déterminant est une application continue,
on peut supposer dans la définition précédente que V f(z) est injective pour tout = € U, quitte a
diminuer 'ouvert U.

De méme, quitte a réduire encore I'ouvert U, on peut également supposer que la fonction = —
Vf(z) est bornée sur U de sorte que, par le théoreme des accroissements finis, la fonction f est
Lipschitzienne sur U.

Théoréme 3.3.6 (Formule de laire). Soient U C R* et f : U — RY (avec k < N ) une fonction
Lipschitzienne, de classe C1 et injective telle que, pour tout x € U, Vf(x) est une application
linéaire injective de R* dans RN . Alors pour tout ensemble Borélien E C U, on a

k = € xr X xZ.
HEE) = [ \Jaeu(V @) 9 1(a) d

Démonstration. Etape 1. Commencons par établir que f(E) est H*-mesurable. Par régularité
intérieure de la mesure de Lebesgue, il existe une suite de compacts K; C E telle que £L¥(E\ K;) —
0. Par conséquent, f étant de classe C!, il vient

H* (f(E) U f(Ki)> < HF (f (E\ U K>> < [Lip(f)]Fc* (E\ U Ki> =0.
i=0 i=0 i=0
Comme [ est continue et K; compact, f(K;) C RY est compact et |J; f(K;) € B(RY). Par

conséquent f(E) est H*-mesurable comme union d’un ensemble Borélien et d'un ensemble de
mesure H* nulle.

Etape 2. Supposons d’abord que f = L est une application linéaire injective. On utilise la
décomposition polaire pour décomposer L = O o S ot S : R¥ — R¥ est une application linéaire
inversible, symétrique, définie positive et O : R¥ — RN est une application orthogonale. En
effet, application linéaire LTL : R* — R* est inversible (car injective), symétrique et définie
positive. Par le théoréme de décomposition spectrale, il existe une base orthonormée {ey,...,ex}
de R” et des réels A\i,...,\; > 0 tels que (LTL)e; = \ie; pour tout i = 1,....k, de sorte que
ITL = Zle Aie; ® e;. On pose alors

k
S = Z \@ei ® e;
i=1

qui définit une application linéaire S : R¥ — R¥ inversible, symétrique et définie positive. Posons

alors O := Lo S™! et v; :== O(e;) = \/%L(ei) € RY. Par construction, {vy,...,v;} forme un

systeme orthonormé de RY ce qui montre que O est une application orthogonale.
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On définit la mesure de Radon positive v(E) := H¥(L(E)) pour tout Borélien E C U. Comme
v(E) < [Lip(L)]*£*(E), on en déduit que v est absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue L£F et le théoreme de différentiation de Besicovitch montre que v = k£* ol

pour Ek—presque tout x € U.
Or
v(By(x)) = H"(L(z) + oL(B1)) = o"H"(L(B1))
d’ou k(z) = H¥(L(B1))/wy est constante. Montrons & présent que x = \/det(LTL). En utilisant
la décomposition polaire et le fait que O est une rotation (en particulier une isométrie),

_ HY(OoS(E) _ HMNS(E) _ LMS(E)
LK(E) LF(E) LE(E)

car S(E) C R¥ et H* = £* sur R*. En choisissant en particulier
E:Q:{xERk: 0<z-e; <1pourtoutl<i<k}

(le cube unité de R* orienté suivant la base {e1,...,ex}), on a que
S(Q):{yeRk: OSy-ez’S\/)\»ipourtoutlgigk:}

et donc £F(S(Q)) = [1I—, v = det(S) = \/det(LTL) ce qui conclut la preuve de la formule de

l’aire dans le cas linéaire.

Etape 3. Considérons enfin le cas général d'une fonction f : U — RY de classe C' in-
jective telle que V f(z) est injective pour tout z € U. Pour simplifier les notations, on pose
Jp = /det(VfTVf). Soit K un compact tel que K C U. Comme f est de classe C! sur U,
pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que si z, y et z € K satisfont |z —y| < J et |z — 2| < 4, alors

[Jp(x) = Jr)l <& [f(@) = fly) = VI)(y —2)| <elVI() (@ - y)l.

En effet, la premiere condition résulte de I'uniforme continuité de Jy sur le compact K. La deuxieme
condition se démontre par ’absurde sur supposant I'existence de ¢ > 0 et de trois suites {z,, }nen,
{Yn}nen et {zn}nen dans K telles que |z, —yn| < 1/n — 0, |2, — 2,| < 1/n— 0 et oz, —yn|) =
|f(zn) — fyn) = Vf(zn)(@n — yn)| > €0l Vf(2n)(yn — )| On a en particulier que z,, # y, pour
tout n € N. De plus, quitte & extraire une sous-suite (car K est compact), on peut supposer que
Tp = T, Yp — Y, 2n — 2z (avec z =y = 2) et v, = (T, — Yn)/|Tn — Yn| = v avec |v| = 1. D’ou
o(1) > eo|V f(2n)(vy,)| puis par passage a la limite 0 = 9|V f(x)(v)|. Par conséquent, v € SN¥~!
appartient au noyau de V f(z), ce qui est impossible par injectivite de V f(x).
En particulier, pour € < 1, on a

1f(@) = fW)l 2 V(&)@ =yl = f (@) = fly) = VIE)(y —2)] = (1 =) |VI(2)(y —2)|

et

[f(@) = f@)| < V)@ =yl +1f(@) = fly) = V() —2)] < (1 +8)|[VF(2)(y — 2)l.

Soit K = UZ’;I A; une partition Borélienne de K telle que diam(A;) < §. On fixe z; € A; et on
pose L; := V f(z;). Par hypothese L; : R*¥ — R est une application linéaire injective et pour tout
x,y € A,

(I=e)Li(z —y)| < |f(z) = f(y)| < (L +&)|Li(z — ),
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ce qui montre que

1
N h < )
4)) S

En utilisant le fait que f est injective, on en déduit que f(ENK) = J;~, f(ENA;) d’ou

Lipg,a,)(fla; 0 L) < 1+e, Lippa,(Lio (f

HE(F(ENK)) Zyk F(ENA;) Z’Hk “Y(Li(E N A)))
<@ +€)’“ZH’“(Li(EmAZ-)) =1 +s)’€;/m‘i Ji(zi) dx

(1+¢) Z/EM 2)do +e(1+ ) LK)

— (14 /m Tp(@) da + (1 + ) LH(K).

De méme,
r = x o) da k
/EQK z)d Z/ d<Z/ §(21) da + <L¥(K)
_i’}{k EﬂA))—i—E/jk ZH (Lio (fla,) ) f FENA)) + eLF(K)
< ;iﬂ’“(f(EﬁAa)Hﬁ’“(K) L b (f(BNK)) + eLH(K).

(1—efF & T @—o)F

Par passage a la limite quand € — 0, on obtient
HHENK) = [ @)
ENK

puis, en choisissant W = K, ot K,, une suite croissante de compacts tels que |J,, K, = U et en
passant a la limite quand n — oo, on en déduit que

E)):/EJf(x)dx

ce qui conclut la preuve de la formule de I’aire. O

Remarque 3.3.7. (i) Si k = 1, la formule de aire permet de retrouver la formule du calcul de la

longueur d’une courbe
- [ @
E

(i) Sik =N —1et f(z) = (x,a(x)) ott a : R~ — R est une fonction de classe C!, la formule
de laire permet de retrouver la formule de l'aire du graphe de a

HY ' {(z,a(x)): z € E}) = /E V14 |Va(z)|? dz.

Cette formule (de méme que la formule de l'aire en général) reste vraie pour des fonctions a
seulement Lipschitziennes en utilisant le théoreme de Rademacher qui stipule qu'une fonction
Lipschtzienne est différentiable presque partout.
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On rappelle la définition d’espace tangent a une sous-variété ainsi qu'une caractérisation en
terme de paramétrisation locale.

Définition 3.3.8. Soit M une sous-variété de RN de dimension k et de classe C!. Pour tout
xo € M, Vespace tangent & M en xg, noté T, M, est défini par

TpoM = {v € RY : il existe un intervalle ouvert I contenant 0 et
v € CHI;RY) tels que v(I) € M, (0) = xo, 7'(0) = v}.

Proposition 3.3.9. Soit M une sous-variété de R de dimension k et de classe C. Alors, pour
tout xg € M, Ty,M est un sous-espace vectoriel de RN de dimension k et si f désigne une
paramétrisation locale de M en xg = f(0), alors

Ty M = V£(0)(RF).

Démonstration. Soit U un voisinage ouvert de 0 dans R*, V un voisinage ouvert de zy dans R
et f: U — V une fonction de classe C!, injective telle que f(0) = xo, Vf(0) est une application
linéaire injective et f : U — V N M est un homéomorphisme. On commence par montrer qu'’il
existe un ouvert W contenant o dans RV et un C'-difféomorphisme ¢ : W — R¥ tels que

(M NW) =p(W)N (RF x {0}). (3.3.1)

En effet, pour tout (z,y) € U x R¥=% on pose g(x,y) = f(x) + (0,y) ce qui définit une fonction
de classe C! sur U x RN=F. De plus, g(0,0) = x¢ et Vg(x,y)(h1,ha) = VF(x)(h1) + (0, he) pour
tout (z,y) € U x RN=F et tout h = (hy, hy) € RF x R¥N=F_ En particulier V £(0) étant injective, on
obtient que I’application linéaire Vg(0,0) : RY — R est injective et donc bijective. Le théoréme
d’inversion locale montre alors que g est un C!-difféomorphisme local au voisinage de (0,0). En
particulier, il existe donc un ouvert U’ C U contenant 0 dans R*, un ouvert V'’ contenant 0 dans
RY=* un ouvert W contenant o dans R et un C'-difféomorphisme ¢ : W — U’ x V' tels que

o(f(x)+ (0,y)) = (z,y) pour tout (x,y) € U x V'.

En particulier, en prenant y = 0, on obtient que ¢(f(U")) = (U’ x V') N (R¥ x {0}), ce qui montre
effectivement (3.3.1).

Montrons maintenant que T}, M est un sous espace vectoriel de dimension k dans R™. Si v €
T, M, il existe un intervalle ouvert I contenant 0 et v € C*(I; RY) tels que y(I) C M, v(0) = x et
~'(0) = v. Quitte & restreindre I'intervalle I, on peut supposer que y(I) C W. On peut alors définir
F(t) = p(y(t)) pour tout t € I de sorte que 7 est de classe C* sur I. Comme ~(t) € MNW pour tout
t € I, alors 7(t) € (W) N (R* x {0}) et donc 7' (0) = V(v(0))(/(0)) = V(o) (v) € R* x {0}.
On en déduit que v € (Ve(z)) " H(RF x {0}), soit T,y M C (V(x)) H(RF x {0}).

Pour montrer I'autre inclusion, fixons un élément w € R¥ x {0}. Comme (W) est ouvert
contenant p(xg), il existe € > 0 tel que p(xg) + tw € (W) pour tout t € (—¢,¢). On définit alors

v:(—ee) — RN
t = 7 (p(wo) +tw)

qui est une fonction de classe C1. Comme ¢(xo) + tw € (W) N (R¥ x {0}) pour tout t € (—¢,e)
et (M NW) = o(W)N[RF x {0}], on en déduit que v(t) € M N W pour tout ¢t € (—¢,¢). De
plus v(0) = xo. Par définition de 'espace tangent, on doit avoir que 7/(0) = V(1) (¢(x0))(w) =
(V(x0)) ™ (w) € Tyy M. On a donc bien établi que V(zo) "1 (R* x {0}) C Ty, M.
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Comme T,, M = (Vp(z0)) "H(R* x {0}) et Vio(20) est une application linéaire inversible de RY
dans R, on en déduit que T, M est un sous-espace vectoriel de dimension k£ dans RY.

Montrons enfin la caractérisation en terme de paramétrisation locale. Soit v € R*, comme U est
un ouvert de R¥ contenant 0, il existe ¢ > 0 tel que tv € U pour tout ¢ € (—¢, ). On définit alors

v:(—ee) — RN
t —  f(tv).

Comme f(U) = M NV, on en déduit que y(t) € M pour tout t € (—¢,¢). De plus, la fonction
7 est de classe C! et satisfait v(0) = f(0) = x¢. Par définition de l’espace tangent, on a 7/(0) =
Vf(0)(v) € Ty, M, ce qui montre que Im(V £(0)) C Ty, M. On sait déja que T, M est un sous espace
vectoriel de dimension k dans RY. Comme, par ailleurs, V£(0) : R¥ — RY est une application
linéaire injective, on en déduit que Im(V f(0)) est un sous-espace vectoriel de dimension k dans
R¥M. On a donc montré que Ty, M = Im(V £(0)). O

Il est possible de caractériser 1’espace tangent en terme de limite faible* de mesure.

Proposition 3.3.10. Soit M une sous-variété de classe C' de RN de dimension k. Pour tout
xo € M, la famille de mesures {{izy 0 }o>0 définie par

1 xr — g
/RN Cdpig, o = vG /M @ ( . ) dH*(x)  pour tout ¢ € C.(RY),

converge localement faible* dans Mioe(RN) vers la mesure 'H’“I_TmOM,

Démonstration. Soit xo € M, U un voisinage ouvert de 0, V un voisinage ouvert de zy dans RY
et f:U — V une fonction de classe C!, injective telle que f(0) = zo, V£(0) est une application
linéaire injective et f : U — V N M est un homéomorphisme. Pour tout ¢ € C.(RY), on considere
0 > 0 assez petit de sorte que zg + o Supp(¢) C V, d’ou

1 T — o 1 T — Zo
diiy :7/ ( )d?—lk:c:/ ()d’)—lkm.
/RN@ pove =75 [ o (= @ =g [ o (2)

D’apres la formule de 'aire et la formule de changement de variable, on obtient en posant J¢ :=
det(VfTVf)

/RN @ dplzg,p = 917/(]90 (f(y);f(o)) Jr(y)dy = /Rk 1y (02)¢ (M) Jy(0z) dz.

Comme U est ouvert, ¢ est continue et f est de classe C!, il vient pour tout z € R¥,

uo(z) = 1u(02)p (f‘“g‘f(o)) T5(02) — 9(VF(0)(2)) T (0).

Afin de passer a la limite sous le signe intégral, il convient de montrer que u, satisfait la propriété
de domination. Par injectivité de V f(0), on a que

m= min |Vf(0)(w)| >0.

weSN—1

La différentiabilité de f en 0 montre que pour tout £ € (0,m/2), il existe rg > 0 tel que pour tout
y € By,

[f () = FO = [VFO) W) —elyl = (m — )|y = %th
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Par ailleurs, 'injectivité de f montre que

o= nt 1) = (0] >0

de sorte que, pour tout y € U,

) = FO)] > Ayl o A= mn{gldmw)}

Soit R > 0 tel que Supp(¢) C Bg. Alors, Supp(u,) C Bgr/x et donc |uy| < [|¢llocllJflloc 1By -
Nous sommes alors en mesure d’appliquer le théoreme de la convergence dominée qui implique que

o(x) dHE (z) = / o dH",

Ty M

/RN @y — /]Rk ©(Vf(0)(2))J¢(0)dz = /v

F(0)(R¥)

ot 'on a de nouveau utilisé la formule de I’aire appliquée a application linéaire z — V f(0)(z). O

3.4 Ensembles rectifiables

Nous allons a présent introduire la notion d’ensemble rectifiable qui généralise celle de sous-
variété et sur laquelle il est toujours possible de définir un plan tangent au sens de la mesure.

Définition 3.4.1. Un sous ensemble M de R est (dénombrablement) H*-rectifiable s'il existe un
ensemble exceptionnel Z C RY tel que H*(Z) = 0 et des sous-variétés M; de RY de dimension k
et de classe C! tels que

Mc|JMuz
i€N
Définition 3.4.2. Soit M C RY un ensemble H"-rectifiable tel que H*(M N K) < oo pour tout
compact K C RY et 2y € M. Pour tout ¢ > 0, on définit la mesure y, , par

1 _
/RN Cdpg, o = G /M<p <x on) dH*(z) pour tout ¢ € C.(RY).

On dit que M admet un espace tangent approché en x s’il existe un sous-espace vectoriel 7, de
RYN de dimension k, tel que fi, , — HFL 7, localement faible* dans M,.(RY).

Théoréme 3.4.3. Soit M C RY un ensemble H¥-rectifiable tel que H*(M N K) < oo pour tout
compact K C RN, Alors, M admet un espace tangent approché en H*-presque tout x € M et

HF (M N By(z))

_ k
- =1 H"-p.p. tout x € M.

lim

=0 Wk 0
Démonstration du théoréme 3.4.3. Sans restreindre la généralité, on suppose que HF(M) < oo.
On écrit M sous la forme M C |J;cy M; U Z, ot H*(Z) = 0 et, pour tout i € N, M; est une
sous-variété de RV, de dimension k et de classe C'. On sait déja d’apres la Proposition 3.3.10 que
pour tout i € N, tout 2y € M; et pour tout ¢ € C.(RY),

]_ _
7/ @(z ﬂ30>d’hl'“(96)% @ dH",
0" Jwm; Y Ty M;




3.4. ENSEMBLES RECTIFIABLES 53

On sait par ailleurs d’apres la Proposition 3.2.7 que pour tout i € N, il existe un ensemble Z; C R
(indépendant de ) tel que H*(Z;) = 0 et, pour tout zo € (M N M;)\ Z;,
H*(By(z0) N (MAM;))

—0
oF

et donc, en particulier pour tout ¢ € C.(RY),

1 _
—k/ @(x xo)d?{k(a:)—ﬂ).
0" JMmam; o

Par conséquent, pour tout o € (M N M;)\ Z;, on a

1 T — X0
/ wdum,g=7€/ @( >dﬂk(w)—> @ dH".
RN 0" JmMm Y Tuo M;

Soit donc Z, := ZU|J; Z; qui satisfait #*(Z,) = 0. On a donc montré que pour tout zoy € M\ Z.,
il existe un sous-espace vectoriel 7, de RY de dimension k tel que p, , — H¥L 7, localement
faible* dans Mj,.(RY). Comme en particulier H* (7., N 0B;) = 0, on en déduit que

H*(B,(w0) N M)

Qk :/u‘fbo,Q(Bl) %Hk(wmomBl) = Wk,

ce qui conclut la preuve du résultat. O
La proposition suivante établit une propriété de localité de ’espace tangent approché.

Proposition 3.4.4. Soient M, et M, deux ensembles H"-rectifiables tels que H*(M; N K) < oo
et HF (Mo N K) < 0o pour tout compact K C RN . Alors, pour H*-presque tout x € My N M,

T, M, =T, M.

Démonstration. On suppose sans restreindre la généralité que HN 1 (M) < oo et HVN 1 (M,) < oc.
D’apres la Proposition 3.2.7, pour H*-presque tout 2 € M; N M, on a

HE(My AMy) 1 By()

;13% o =0.
Par conséquent, pour tout ¢ € C.(RY), si Supp(yp) C Bg, on a
1 - 1 - F(MiAM) N B
0" Jn 0 0" J s, o o

Comme T, M existe H*-p.p. tout € M, et T, My existe H*-p.p. tout x € M, on en déduit que
T, M, = T, My H*-p.p. tout z € M; N M. 0



Chapitre 4

Ensembles de périmetre fini

4.1 Définition et propriétés

Définition 4.1.1. Soit Q@ C RY un ouvert. Un ensemble Lebesgue mesurable E C RY est de
périmeétre fini dans Q si Dxg € M(Q;RY). On définit alors le périmétre de E dans §) par

P(E,Q) :=|Dxg|(Q) = sup{/ divpdz : ¢ € CHORN), [p| < 1}.
E

Exemple 4.1.2. Si E C RY est un ouvert borné de frontiere de classe C' (par morceaux), alors
E est de périmetre fini dans Q et Dxgp = —vpgHYN "1L(OE N Q) ot vg désigne la normale unitaire
extérieure & E. En effet, si ¢ € C1(Q;RY), en utilisant la formule de la divergence, il vient

/diwpdx:/ ©-vpdHN
E OENQ

ce qui montre bien que Dxg = —vgHY 1L(OF N Q). Par ailleurs, une application immédiate de
la Proposition 1.1.9 montre que |[Dyxg| = HY~1L(OF N Q) si bien que

P(E,Q) = [Dysl(2) = KN (9E N Q).
En appliquant l'injection de Sobolev (théoréme 2.3.1) aux fonctions caractéristiques d’ensembles
de périmetre fini on obtient la fameuse inégalité isopérimétrique.

Théoréme 4.1.3 (Inégalité isopérimétrique). Il existe une constante vy > 0 qui ne dépend
que de la dimension telle que pour tout ensemble E de périmétre fini dans RY avec LN (E) < oo,

N-—1

LN(E)"~ < ynP(E,RV).

Le résultat suivant de compacité est une conséquence immédiate du théoreme de Rellich pour
les fonctions BV'.

Théoréme 4.1.4 (Rellich). Soit Q@ C RN un ouvert borné. De toute suite {Ey}ren d’ensembles
de périmétre fini dans ) telle que

sup { LN (Ey) + P(Ex, Q) } < o0,
keN

on peut extraire une sous-suite {Ey, }jen telle que XB., = XE fortement dans L*() et DXEkj —
Dxg faible* dans M(;RYN), ou E est un ensemble de périmétre fini dans Q tel que LN (E) < oco.

95
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(Q) (en donc

aussi £V -presque partout quitte & extraire une sous-suite) et Dug — Du faible* dans M(£2;RY).
Par conséquent, u(z) € {0,1} pour L¥-presque tout x € Q et donc, il existe un ensemble E
mesurable tel que u = yg. D’apres le Lemme de Fatou, il vient £V (E) < 0o. Comme par ailleurs
P(E,Q) < o0, on en déduit que u = xg € BV(Q).

Il reste & montrer la convergence dans tout L!(£2). Pour ce faire, pour tout e > 0, il existe un
compact K C Q tel que LN (2 \ K) < e. On considere alors un ouvert borné et Lipschitzien w tel
que K Cw Cw C . Alors, on a

Démonstration. Si ur = xg,, le théoreme 2.3.3 montre que XBi, — U dans L

/|><Ek—><Elde/lek—xEldxHﬁN(Q\w) s/|xEk—XE\dx+zg.
Q w "

Par passage a la limite quand k& — oo puis € — 0, on obtient bien que xg, — xz dans L1(Q). O

Un cas particulier de I'inégalité de Sobolev-Poincaré-Wirtinger dans BV est le cas ou = B, ()
et u est la fonction caractéristique d’un ensemble de périmetre fini. On obtient une version localisée
de l'inégalité isopérimétrique.

Théoréme 4.1.5 (Inégalité isopérimétrique relative). I existe une constante Cny > 0, ne
dépendant que de la dimension, telle que pour tout ensemble E de périmétre fini dans RY, pour
tout 9 € RN et tout o > 0,

—1

min{ LN (By(wo) N B), LY (By(0) \ B)} '~ < CnP(E, By(xp))-

Démonstration. Si E est un ensemble de périmetre fini dans RY, alors u := yg € BV(B,(x0)).
Posons v(y) := u(zg + py) pour y € By de sorte que v € BV (By). D’apres 'inégalité de Sobolev-
Poincaré-Wirtinger, il existe une constante dimensionnelle Cy > 0 telle que

lo=vs, ]l @op ) < ONIDOI(BY).

Par changement de variable, il vient

[ = up, (a0l | < On|Dul(Bo(wo)),

LN (B, (o)

ou encore

N N§1 [:N(BQ(J?()) N E)
)+ £ e\ B LV (By(x0)) )
< CNP(E, By(x0)).

Si LN (By(zo) N E) < LN (By(wo) \ E), alors LN (B,y(z0) \ E) > LN (B,(x0)) et il vient

N-1 N X
CnNP(E,By(x0)) > LN(By(wg) NE)~ (W)

—1

1 N
> SLY(By(w) N )5

L’autre cas se démontre de maniere analogue. O
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4.2 Applications

4.2.1 Le probleme isopérimétrique

Le probléme isopérimétrique consiste & minimiser le périmetre d’un ensemble a volume prescrit.
Soient 2 C RY un ouvert borné et 0 < m < LN(Q), on cherche & résoudre le probleme de
minimisation

o :=inf {P(E,Q): E C Q mesurable tel que LY (E) = m}.
En choisissant r > 0 tel que LY (2N B,.) = m, on a alors que
0<a<PQNB,,Q) =PB,Q) =H"N"(QNIB,) < x.

Par la méthode directe du calcul des variations, si { F }ren est une suite minimisante, le théoréme
de Rellich montre qu’a extraction d'une sous-suite pres, on a xg, — xg dans L1(Q) ot E C Q est
un ensemble de périmetre fini dans ) satisfaisant LY (E) = m et P(E,Q) = a.

Si Q = RY, il est possible de montrer que le probléme de minimisation précédent admet toujours
des solutions données par les boules de volume m.

4.2.2 Le probleme de Cheeger

Un autre exemple d’application est le probléme de Cheeger. Soient p > 0, N > 2 et Q C RY un
ouvert borné. Le p-probleme de Cheeger dans 2 est le probleme variationnel suivant :

[ P(E,RY)
avec la convention }z(f (’}ER;\L) = oo si LN (E) = 0. Toute solution de ce probleme de minimisation

est appelé un p-ensemble de Cheeger. Notons tout d’abord que C,(2) < oo, ce qui se vérifie en
prenant £ = B une boule contenue dans .

Sip < (N —1)/N, alors Cp(2) = 0. En effet, si B. C Q est une boule de rayon € > 0, alors

P(B,RY)  n 4 np P(B,RY)

GO Ty~ N my

quand & — 0. Par conséquent, s’il existait un ensemble E C Q (de périmetre fini dans RY) tel que

P(E,RY)

0= Cp(Q) = W,

alors P(E,RY) = |Dxg|(RY) = 0 et donc yg serait constant sur RY. Si g = 1, on aurait alors
que E = RY ce qui est impossible puisque E C Q et Q est borné. Si en revanche yg = 0, alors
LN(E) = 0 ce qui est également impossible. Ceci montre qu'un p-ensemble de Cheeger ne peut pas
exister quand p < (N —1)/N.

Supposons maintenant que p > (N — 1)/N. Si E C , en utilisant I'inégalité isopérimétrique,
on obtient que

N—-1

LN(EY < LN(B)~ £N(Q)P % < yyP(E,RY)LN (Q)p~~

ol vy > 0 est une constante dimensionnelle, ce qui montre que

N—1
~ P

N
| LY©)
YN

Cp(9) > 0.
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Considérons alors une suite minimisante {Fy }ren tels que Ej C  pour tout k& € N et

P(E,RYN)

LN (B — Cp(2).

Comme  est borné, on a LN (Ey) < LN(Q), et P(E,,RY) < (Cp(Q) + 1)LV (EL)P < (Cp(Q) +
LN (Q)P pour k assez grand. On en déduit que {xg, }ren est bornée dans BV (RY). D’apres
le théoreme de Rellich, quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que g, — Xr dans
LL (RN) ot xg € BV(RY). Comme Ej; C Q, alors LY (E; \ Q) = 0 pour tout k¥ € N puis,
par passage a la limite quand k& — oo, on obtient que £V (E \ Q) = 0. Par conséquent, on peut
modifier E sur un ensemble de £¥-mesure nulle prés (et donc sans changer sa mesure de Lebesgue
ni son périmetre) pour assurer que E C . De plus, on a LY (Ey) — LY (E) et, par semicontinuité

inférieure du périmetre P(E,RY) < liminf;, P(E, RY). Par conséquent,
P(E,RN) . P(Ek,RN)

< —= m —_— = Q
Cp( )< LN(E)? — k—oo LN(ER)P Cp( )

ce qui montre que E est un p-ensemble de Cheeger. Si p = N/(N — 1), il est possible de montrer
que toutes les boules contenues dans (2 sont les seuls p-ensembles de Cheeger.

4.3 Formule de la co-aire

La formule de la co-aire permet de reconstruire I'intégrale fQ |Vu| dz pour une fonction (réguliere)
u & partir de la mesure de ses ensembles de niveau. Nous donnons ici une version “faible” pour les
fonctions & variation bornée pour calculer la variation totale |Du|(2) d’une fonction u € BV ()
ol la mesure des ensembles de niveau est remplacée par le périmetre des ensembles {u > t}.

Théoréme 4.3.1 (Fleming-Rishel). Soit Q@ C RN un ouvert et u € BV (). Alors les ensembles
{u >t} sont de périmétre fini dans Q pour L'-presque tout t € R et, pour tout Borélien A C Q,

Dul(4) = / DX sy (A) dt, (43.1)

Du(A) (4.3.2)

Il
—
)
=<
3
S5
V
)
=
L
IS

Démonstration. On pose E; := {u > t}. Quitte & modifier u sur un ensemble de mesure £~ nulle,
on peut supposer que u est une fonction Borélienne sur 2, ce qui fait de {u > ¢} un Borélien de Q.
Il vient alors que les fonctions (z,t) + u(z) —t et (z,t) = X{u>¢}(z) sont Boréliennes sur Q x R.
D’apres le théoréme de Fubini, pour tout ¢ € CL(Q;RY) avec |p| < 1, la fonction

t»—>/QXEt(x) divep(z) dz

est alors Borélienne sur R. Si D est un ensemble dénombrable dense dans CL(€2; RY), on en déduit
que

t— P(E;, Q)= sup {/Q XE, (z) dive(x) dm}

veD, [p|<1
est Borélienne sur R.

Etape 1. Pour tout z € 2, on a



4.3. FORMULE DE LA CO-AIRE 99

Par conséquent, pour tout ¢ € CL(Q2;RY) avec || < 1, on obtient que

/ u(z) divp(z) de = / / XE, (z) dive(x) dz dt < / P(E:, Q) dt. (4.3.3)
Q RJQ R
Par passage au supremum parmi toutes les fonctions test ¢, il vient

|Du|(Q) < /RP(Et,Q) dt.

Etape 2. Pour montrer 'autre inégalité, on suppose d’abord que u est une fonction affine et
continue par morceaux. Il existe alors une partition de RY en N-simplexes Ay, ..., A,, d’intérieurs
deux & deux disjoints et des fonctions affines x — f;(z) := a; - x + b; telles que

u(z) = fi(z) pour tout z € A;.

On a alors d’une part que

/ Vuldz = LN (4;NQ)|a.
Q

i=1

D’autre part, notant alors e; := a;/|a;|, la formule changement de variable donne

/’HN_l(Qﬂ{u:t})dt Zm:/HN—l(AQO{uzt})dt

/HN_l({{EEAimQZ a1$+b22t})dt
R

|a]| /]RHN_l({m €ANQ: e -z =s})ds,
puis, en vertu du théoreme de Fubini,
/RHN—l(Q A {u = £}) dt = |as|CN (4, N9,
ce qui montre que
/Q|vu\ do = /R’HN*(QD {u=1}) dt.

L’ensemble {u >t} étant un ouvert a frontiere polyhédrique, on a [Dx (>4 |(Q) = HN 1 (QN{u =
t}) et donc

/ V| de = / DX ey () dt.
Q R

On suppose maintenant que v € W(Q). Si U est un ouvert borné tel que U C €2, on approche
u par une suite {u;}jen de fonctions continues affines par morceaux dans WL(U). On a alors que
pour tout j € N,

[ 1Vustde = [ 1Dxgu, =010 at.
U R

Comme

/ /Q Xurot) — Xpusty| do dt = / £ ({u> ) A{u; > t}) dt = /Q iy — | iz 0,
R R
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on en déduit que, pour une sous-suite et pour tout El-presque tout t € R, on a X{u;>t} = X{u>t}
dans L'(Q). Par passage & la limite quand j — oo, en utilisant la semi-continuité inférieure du
périmetre et le Lemme de Fatou, on obtient que

J—00

/P({u>t},U) dt < /limian({uj > 1}, U) dt
R R

IN

Jim inf / P({u; > 1},U) dt
R

J—00

= ,lim/|Vuj|dx:/ |Vu| dx.

Enfin, en considérant une suite croissante {U,, },en d’ouverts bornés tels que U, C Upi et Un U, =
), on obtient par convergence monotone quand n — oo

/RP({u>t},Q) dtg/QWu\dx.

Enfin, si u € BV(Q), on considére une suite {ug}ren C C°(Q) N BV (Q) € WH1(Q) telle que
ug, — u dans L1(Q) et |Dug|(2) — |Du|(R2). Par le méme raisonnement que précédemment, on a

/P({u>t},Q) dt < /likrgioréfP({uk > 1},Q) dt

< liminf / P({uy > 1},9) dt
R

k—o0

k—o0

lim / V| dz = | Dul(Q).
Q

Cette deuxieéme inégalité montre que, si u € BV (), alors P(E;, ) < oo pour L'-presque tout
t € R, et donc que {u >t} est de périmetre fini dans 2 pour £!-presque tout t € R.

Etape 3. Si A C Q est un Borélien, par régularité extérieure, pour tout € > 0 il existe un ouvert
U D A tel que |Du|(U \ A) < e. En reprenant la démonstration précédente, on obtient que

/R DXy (A) dt < / DXy [(U) dt = [Dul(U) < | Du(A) + ¢
puis, en faisant tendre € — 0, que
/R DX (usey |(A) dt < | Dul(4).

Comme
A€ B() > [Dul(4) - / DX sy (A)

est une mesure positive et de masse totale nulle, il vient finalement que

/R DX (usy|(A) dt = | Dul(A),

ce qui établit (4.3.1). Enfin, (4.3.3) implique que

/g0~dDu:f/udivgodx:f//XEtdivgodxdt:/ (/gwdeEt) dt
Q Q RJQ R \JQ

pour tout ¢ € CL(Q;RY) ce qui montre (4.3.2). O
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Un cas particulier important concerne le cas ol u(z) = |x| qui est une fonction appartenant &
BV (Bg) pour tout R > 0 dont la dérivée distributionnelle est donnée par la fonction Vu(x) =
x/|z|. Donc ce cas, les ensembles de sur-niveau de u sont donnés par

{u>r} =RV \B,.
Comme ces ensembles sont réguliers, pour tout r < R et tout Borélien A C Bg, on a
IDX usry|[(A) = HN71(OB, N A) = rNIHN SN (Afr)).
Une application immédiate de la formule de la co-aire donne alors que pour tout Borélien borné

ACRYN,

N(gy — N-1 - 2 d4N () dr
N = [ HN 9B, N A)d /R+/6BTXA()dH (@) d

R+

= / / XA (Ty)rN*1 dHNfl(y) dr.
R+ JsN-1

Par approximation, si g : R — R est une fonction Borélienne, on a

/RN g(x) d:c:/R+ /@BTg(ac)czﬂrzfv—l(gc)dr:/JR+ AN_lg(Ty)rN—ldHN—l(y)dr’

ce qui correspond & la formule de changement de variables en coordonnées polaires en dimension
quelconque.

4.4 Frontiére réduite

Nous allons montrer que tout ensemble de périmetre fini possede une structure similaire a
un ensemble régulier au sens ou sa dérivée distributionnelle est concentrée sur un sous-ensemble
dénombrablement H~ ~!-rectifiable sur lequel il est possible de définir une normale approchée.

Dans la suite de cette section, Q2 C RY est un ouvert et E est un ensemble de périmetre fini
dans €.

Définition 4.4.1. La frontiére réduite O*E est ’ensemble des points 2o € Q N Supp(|Dxx|) tels
que la limite

Dxe(Be(xo))
im ——= e = —pp(x
P Dl By
existe et satisfait |vp(z9)| = 1. La fonction vg : 0*E — SM~1 s’appelle la normale extérieure

généralisée.

Remarque 4.4.2. (i) D’apres le Corollaire 1.4.7 sur la décomposition polaire d’une mesure vec-
torielle, on a
IDxel(Q\9"E) =0

autrement dit, Dy g est concentrée sur 0*F, et
Dxg = —vg|DxEl|.

(if) Comme Supp(|Dxg|) C OF, on en déduit que 0*E C JE.
(iii) Comme les fonctions © — Dxg(B,(x)) et © — |Dxg|(B,(z)) sont Boréliennes sur 2, on en
déduit que 0*F est un Borélien de Q et que la fonction vg : 9*E — SNV~ est Borélienne.
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Lemme 4.4.3. Il existe des constantes Aq,...,As > 0 telles que pour tout xo € 0*F,
2o LN(By(20) N E)

(i) llgl_gglfg—N > Ay,
LN (By(w0) \ E)
N
[ DxE|(Bg(x0))
oN-1
|DxE|(Bo(xo))
oN-1

|DXENB, (20)|(RY)
N—1

(i) 1i£nj51f > As,

(iii) lim inf > As,

(iv) limsup < Ay,
0

o—r

(v) limsup < As.

0—0 0

Démonstration. Etape 1. Soit xp € 0*E, on pose § := dist(xg, ). On commence par montrer
que pour L!-presque tout o € (0,6),

| DX BB, (00) | (RY) < [DXE|(Bg(x0)) + HY (B N 0By(x0)). (4.4.1)

Soit ¢ € CHRN;RY) et g(t) = x[o,0)(t) de sorte que X, (z0)(¥) = g(Jy — xo|). On régularise la
fonction caractéristique en posant

1 sio<t<op,
g:(t) = %‘H sio<t<o+e,
0 sit>op+e,

de sorte que
0 si0<t<op,
get) =4 -1 sio<t<o+e,
0 sit>p+e.

On pose alors h.(y) = ge(Jy — zo|) qui définit une fonction Lipschitzienne et satisfait

0 si0<|y—azp| <oouly—xg| >0+e,

Vha(y) = { 1 y—=o

e [y—wo|

sio<|y—mo| <o+e.

Par conséquent, comme h.p est Lipschtzienne et Supp(hep) C Q, on a

1 _
—/ hgcp-dDXE:/ div(hega)dy:/ hedive dy — = Y720 gy,
Q E E

y .
€ Lﬁ{yeﬂ:g<|y—xo|<g+a} |y - ‘TO‘

D’apres la formule de la co-aire et le théoreme de différentiation de Besicovitch, on a pour £!-
presque tout o > 0

1 y— 1 f[ete y—x _
*/ oY) - Sdy = 7/ / o(y) - S dHN " (y) dr
€ JEn{yeQ:o<|y—zo|<o+e} \y—x0| € Jo ENOB,(xo) |y—x0|
y—x _
- oly) - L2 a1 ().
EN&B,(z0) ly — o

Par passage a la limite quand € — 0, on en déduit que

. -z _
/ divp dy = 7/ ¢-dDxg +/ o(y) - JZT0 gyN Ly). (4.4.2)
ENB,(x0) By (o) ENdB,(z0) ly — ol
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Par passage au supremum par rapport & ¢ € CL(RY;RY) tels que |p| < 1, on en déduit (4.4.1).
Etape 2. Dans (4.4.2), on choisit ¢ = vg(x¢) dans B,y(zo). On obtient alors

vEum>-DxE<Baxm>=i/ vis(o) - v(y) AHY L (y).

ENOB,(z0)

Comme zg € 0*F,

Dx5(B,(70)) 2
DBt = 1.
|Dxe|(B,(0))
Il existe donc g = go(z0) € (0,0) tel que pour L1-presque tout o < o, |VE(z0) - DxE(By(z0))| >
1IDxE|(By(w0)) de sorte que

li .
gli)% vE(xo)

|DxE|(B,(x0)) < 2HN 1 (E N 9B, (w0))
puis, en reportant dans (4.4.1),
IDX BB, (20)|(RY) < 3HN"HE N OB,(z0)).

Comme HN =Y ENOB,(x0)) < HN Y (B,(x0)) = oV 1HN~1(0B1(0)), les deux dernieres inégalités
donnent (iv) et (v).

Etape 3. D’apres la formule de la co-aire, on a
0
g(o) := / HN OB, (x0) N E) dr = LY (E N By,(20)) < 00,
0
et en vertu du théoréme de différentiation de Besicovitch, pour £!-presque tout o > 0,

g (o) = HN"H0B,(20) N E).

D’apres I'inégalité isopérimétrique,

N-1 N1
9(0)" ™ = LY(ENBy(w0))~
< 7N|DXEmBg(mD)|(RN)
< 3wHNTHE N OBy(0))
= 3vg'(0)
Par conséquent,
1 1-N L
3.0 S 9(@) ™ g'(e) = Nlg(e)~]
YN
de sorte que
(o)~ > e
N = 3NN’
On en déduit que pour Ll-presque tout o € (0, 0p)
N o
LN(ENB =g(0) > —2 .
( o(z0)) = 9(0) = BN

ce qui établit (i). Comme pour tout ¢ € CL(Q;RY)

0= / divpdy = / divp dy + / divep dy,
Q E Q\E
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on en déduit que Dxg = —Dxq\g et de que P(Q\ E,Q) = P(E,) < oo, ce qui montre que Q\ £
est un ensemble de périmetre fini dans Q. Comme 9*(Q\ E) = 9* E, Pargument précédent appliqué
a '\ F montre alors la validité de (ii).

L’inégalité isopérimétrique relative montre ensuite que

N—1
D B N(ENB N(B B~
lim inf M > (C'min {hm inf E(m—]\w7 lim inf E(Q(fzo)\)}
0—0 o 0—0 0 0—0 0
N-—1
> Cmin{A;, A3}~ |
ce qui implique (iii). O

Le résultat suivant permet de montrer que H¥N~1_9*E est une mesure absolument continue
par rapport & |Dxg|.

Lemme 4.4.4. I existe une constante cy > 0 telle que pour tout Borélien A C Q,
HNHANO*E) < en|Dxrl(A).

Démonstration. On utilise un argument de recouvrement. Par régularité extérieure de |Dy g|, pour
tout € > 0, il existe un ouvert U C ) contenant A tel que

IDx5|(U) < |Dxsl(4) +e.

Drapres le Lemme 4.4.3-(iii), pour tout z € AN 9*E et tout § > 0, il existe o, € (0,6) tel que
By, (z) C U et |Dxg|(B,, () > Az0V~1. On pose

F = {Eg(z) € ANO*E, 0< 0 <, Eg(z) C U, |Dxg|(By(z)) > A3QN71}7

ce qui définit un recouvrement de A N 9*E. D’apres le théoréme de recouvrement de Besicovitch,
il existe £ sous-recouvrements dénombrables disjoints Fi, ..., F¢ tels que

En particulier,

3 . N-1
HYHANGE) < wvad S (dlafg(B)>

1=1 BEF;
WN-—1 S
S S DB
3 =1 BeF,
WN-—1 <
< — Dxe|(U
2 IPxel )
wWN_
< SN (1D gl(4) +e).
Az
La conclusion suit par passage a la limite quand € — 0 et 6 — 0. O]

Nous allons & présent améliorer le résultat précédent en montrant qu’en fait |[Dyg| = HYN 1L 0*E.
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Théoréme 4.4.5 (De Giorgi - 1). Soit g € 0*E, on pose E,, , = (E —x0)/0 et

H*E(x0) == {y e RN : dvp(x0) - (y — 20) > 0}.

Alors
XEa.y., — XH-(0) dans Llloc(}RN).
De plus,
N(B EnHt
(’l) lim L ( Q(xo) mN N (xo)) :0’.
0—0 0
e LN(By(wo) \ BN H ™ (x0))
(i) ;1_% ~ =0;
o [ DxE|(Bg(2o))
lim ————————~ =1.
(i) Ql—% wy—10N~!
Démonstration. On suppose pour simplifier que zp = 0, vg(0) = ey = (0,...,0,1) et on pose

E, = Ey,, H* := H*(0), Hy = ex.
Soit R > 0. Pour tout ¢ € CL(Bgr;RY) avec |¢| <1, on a

1 1 D B
/ divp(z) de = —N/ dive (y) dy = —— / div,(y) dy < % <Cgr
E, " JE 1% 4 E 1%

d’apres le Lemme 4.4.3-(iv), ot 'on a posé ¢, := ¢(;) € Cl(Bpry; RY). Par conséquent, P(E,, Br) <
CRr, ce qui montre que la suite {x g, }o>0 est bornée dans BV (Bg) pour tout R < co. En utilisant le
théoreme de Rellich et un principe d’extraction diagonal, il existe une sous-suite et un ensemble de

périmetre localement fini F C RY tels que x By, = XF dans L}OC(RN ) et Dx B, — Dx r localement

faible* dans My..(RY; RY). Quitte & extraire une nouvelle sous-suite, on peut également supposer
que |Dxp, | = X localement faible* dans Mio.(RY) ot A est une mesure de Radon positive sur
RN,

Pour tout R > 0, on a

DxE|(Br j Dxg(BRr,.
|DXEL,]. |(BR) — | ]|V(71 @ )’ DXEQJ- (BR) = #7 (443)
9; ’
de sorte que
 Dxp(Bry) _ . Dxs,(Ba)
—eny = —vg(0) = lim —————%~ = e Y

= lim .
155 [Dxel(Br,) — 3% [Dxg,, |(Br)

Si on choisit R > 0 tel que A(0Br) = 0 (ce qui est satisfait sauf pour un ensemble dénombrable de
rayons R), d’apreés la Proposition 1.3.4, on a DXEQj (Br) = Dxr(Bgr). Par ailleurs, la semiconti-
nuité inférieure de la variation totale assure que

IDXel(Br) < limint Dy, |(Br)

< limsup |DXEQJ. |(Br)

j—o0
= - hm €N~DXE£)'(BR)
J—o0 J
= —en Dxr(Br) < |Dxr|(Br) (4.4.4)

ce qui montre que |Dxp|(Br) = —en-Dxr(Bgr) = — fBR(eN-Vp) d|Dxp|. Comme 1+eyn-vp > 0,
lvrp| =1 et |ex| =1 |Dxr|-p.p. dans RY, on en déduit que

vp = —en |Dxrp|-p.p. dans RY.
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En particulier, du fait que Dxr = —en|Dxr|, il vient que D;xr = 0 dans D’(RY) pour tout
1 <i< N —1, ce qui montre que la fonction xr ne dépend que de la variable x. Comme de plus
Dyxr = —|Dxr| <0 dans D'(RY), on en déduit que xr est en fait une fonction décroissante de
la variable z. Comme y g est une fonction caractéristique, il existe une constante a € R telle que

F={zeRY: zy <a}.
Sia <0, alors Bjy N F =0 et donc

LY (Bjajp, NE
0=LN(Bjy NF) = lim LY (Bjy NE,,) = lim %

j—o0 j—o0 Qj

ce qui rentre en contradiction avec le Lemme (4.4.3)-(i). Par conséquent a > 0 et un argument
analogue montre que a < 0, soit a = 0. Il vient alors que F' = H~ et comme la limite est
indépendante de la sous-suite extraite, il n’y a pas besoin d’extraire de sous-suite.

Comme xp, — xu- dans L] (RY), on a alors

LN(B,NnENHT)

. T N +\ _ N - +) —
£1)1_% o —LI)I_I%,C (BINE,NH")=LY(Bi1NH NHT)=0.
De méme
N(B,NENH~
lim £ Q\Nm ):hmﬁN(Bl\EgmH*):LN(Bl\H*mH*):o.
0—0 0 0—0

Enfin, on utilise (4.4.4) et il vient que

D B

o0 gN-T Jimy |Dxg,|(Br) = |Dxu-|(Br) = """ (Ho N Bg) = wy_1 RV,

ce qui conclut la preuve du théoreme. O

Nous allons a présent montrer un résultat de structure des ensembles de périmetre fini. Celui-ci
repose sur le résultat suivant que nous admettons (voir 2, Theorem 6.5-1]).

Théoréme 4.4.6 (Extension de Whitney). Soient K C RN un compact et f : K — R,
d: K — RN des fonctions continues. On suppose que

|f(y) = flz) —d(z) - (y — =)|
ly — x|

p(é)::sup{ :x,yeK,0<|x—y|<(5}—>O

quand § — 0. Alors il eziste une fonction f :RY = R de classe C* telle que
f=f Vf=d surkK.

Théoréme 4.4.7 (De Giorgi - 2). Soit E C RY un ensemble de périmétre fini dans 2. Alors
(i) la frontiére réduite O*E est un ensemble dénombrablement H™~1-rectifiable ;
(ii) T.(0*E) = vg(z)* pour HNL-presque tout v € O*F ;
(iii) |Dxg| =HN"TLO0*E, Dxgp = —veHN1LO*E;

Démonstration. D’apres le théoréeme 4.4.5, on a pour tout x € 0*F,

fo EYB@) NENH @) LN (By) \ ENH (@)

0—0 QN o—0 QN

=0. (4.4.5)
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D’apres le théoreme d’Egoroff, il existe des ensembles Boréliens deux & deux disjoints { F; };en tels

que
|Dxg| (8*E\ U Fz-) =0

ieN
et les convergences (4.4.5) sont uniformes pour = € F;. D’apres le théoreme de Lusin, pour tout
i € N, il existe des ensembles compacts deux a deux disjoints {G?};en tels que

IDxsl | AN J G| =0
JEN

et vgl s est continue sur G?. On réindexe les ensembles {G7 }ijen en une famille de compacts
{K;}jen deux & deux disjoints tels que

O"E=|JK;uz |Dxgl(2) =0,
JEN
les convergences (4.4.5) sont uniformes dans K et vg|k, est continue sur K. D’apres le Lemme
4.4.4, ona HN"Y(Z)=0.
Pour tout j € N et § > 0, on définit la quantité
p;(0) := sup{'VE(T).(y|_x)| ra,y e K, 0< |z —y| < 5}.
y—x

Montrons que p;(6) — 0 quand § — 0. Soit € € (0, 1), il existe alors § € (0, 1) tel que pour z € K;
et tout o < 24,
N 1 €N

LYN(By(2)NENH(2)) < ;VﬁngN, LY(By(2)NENH (2)) > (2 - W) wyo. (4.4.6)

Soient z, y € Kj tels que 0 < |z —y| < 4.
Supposons que vg(x) - (y — x) > ez — y|. Alors, du fait que € < 1, on a

lex—y\(y) CHf (1’) n BZ\x—yl(x)' (4'4’7)

En effet, si 2 € B.jp—y|(y), alors [z —z| < [z —y| + |y — 2| < (1 +¢)|r —y| < 2|z — y| et donc
z € Byjy_y|(z). De plus

vep(z) - (z—z)=vep(z) (y—z)+velx) (z—y) >clz—y|—|z—y| >0,
soit z € H*(z). Par conséquent, en prenant z = x et ¢ = 2|x — y| < 2§ dans (4.4.6), on a

N X eN N eNun N
L3 (Bajo—y| () NENHT (2)) < grmen(lz —y)™ = ——lz — 9|7,

et en prenant z =y et o = e|lx — y| < 26 dans (4.4.6), il vient

N N _ 1 eN N Nwn N
LE(ENBejz—y|(y)) 2 LYENBejo—y (Y)NH™(y)) 2 | 5 — grgz ) wnv(elz—y))™ > ——[z—y[".

On obtient alors une contradiction en appliquant la mesure £ L E & 'inclusion (4.4.7). De maniere
analogue, on aboutit & une contradiction si vg(z) - (y — ) < —e|x — y|. Par conséquent, le seul cas
possible est |vg(z) - (y — x)| < |z — y| et on obtient alors que p; () < e.
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Montrons que, pour tout j € N, il existe une hypersurface M; de classe C! telle que K; C Mj, ce
qui démontrera la rectifiabilité de 9* E. Du fait que p;(d) — 0 quand § — 0, le théoréme d’extension
de Whitney montre alors I'existence d'une fonction f; € CHRN) telle que fi=0et Vf; =vg sur
K. Soit alors

M; = {x eRY: fi(x) =0, [Vfi(2) 2 ;}

D’apres le théoréme des fonctions implicites, M; est une hypersurface de classe C'. De plus K; C M;
puisque f; =0et |Vfj| =|vp|=1> % sur K;. On a donc établi la rectifiabilité de 0*E. De plus,
comme T, M; = (Vf; (x))* pour tout x € M;, il vient par localité de ’espace tangent approché
que

T.(0*E) =T, M; = (Vf;(z))" =vg(z)t pour H '-presque tout = € 9*E N K,
ce qui montre que T, (0*F) = vg(z)* pour HY ~!-presque tout = € 9*E.
Enfin, d’apreés le théoreme 3.4.3 et le théoreme 4.4.5, pour HYN ~!-presque tout x € 9*E, on a

lim 2O EOBe(@) _ 1DXl(Bo(2))

=1
0—0 wy_10N1 =0 wy_1oN T

ce qui implique que
lim HN=L(0*E N B,(x))
0=0  [Dxgpl(B,(z))
Comme HN 1L 0*E est absolument continue par rapport & |[Dyg|, le théoréme de différentiation
de Besicovitch montre que HN 1 _9*E = |Dxg/|, puis Dxg = —vg|Dxg| = —vgHN1LO*E. O

=1

4.5 Frontiére essentielle

Si E C RY est un ensemble mesurable, on sait d’apres le théoréme des points de Lebesgue, que

pour £N-presque tout z € E,
LYN(B,(z) N E)

li =1
Ql—% wNQN
et pour LV -presque tout z € O\ E,
N(B E
lim - (Bel@ N E) @(xj)vm )y,
0—0 WNO

Définition 4.5.1. Soit Q@ C RY un ouvert et £ C RY un ensemble mesurable. La fronticre
essentielle de E, notée 0, F, est 'ensemble des points g € 2 tels que

LY (By(xo) \ E)
N

LN(B,(xg)NE
lim sup %]\),) >0 et limsup
0—0 WNO 0—0 WNQ

> 0.

Lemme 4.5.2. L’ensemble 0, F est un Borélien de ). Si de plus E est de périmétre fini dans §,
alors 0*E C 0.E et HN=Y(0.E \ 0*E) = 0.

Démonstration. Pour tout ¢ > 0, les fonctions

LY (By(z)NE LN (B,(z)\ E
.’17’—)((9])\{0)7 x|—>((912’\)

WN WN
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sont Boréliennes. Par continuité par rapport a o, on en déduit que les fonctions

LY (By() \ E)
N

LN (B,(x)NE
x +— lim sup L}V)’ x +— lim sup
0—0 WNO 0—0 WN O

sont également Boréliennes. Ceci montre que 9, F est un ensemble Borélien.

Si E est de périmetre fini dans €, les items (i) et (ii) du Lemme 4.4.3 montrent que 9*FE C 0. E.
De plus, comme HN"1(0*E) = |Dxg|(Q) < oo, la Proposition 3.2.7 montre que pour HN~1-
presque tout x € O*E

i IDXE(By(@) _ | N BN By(w))

=0.
0—0 QN*1 0—0 ‘QNfl

Par conséquent, en notant
LY (By(x) N E)

al(p) := ,
( ) wy oV
I'inégalité isopérimétrique relative implique que pour HY ~!-presque tout = & 9*E,

lim min{a(p),1 — a(o)} = 0.

0—0

La fonction « étant continue, il vient soit a(9) — 0 soit a(g) — 1. On a donc montré qu’il
existe un ensemble HY ~l-négligeable Z C Q tel que Q\ O*E C (Q\ 0,.F) U Z, autrement dit
HN-1(O,E\ 0*FE) = 0. O

Pour finir ce chapitre, notons que les notions de frontieres réduites et essentielles permettent de
montrer une formule de Gauss-Green généralisée pour les ensembles de périmetre fini.

Théoréme 4.5.3. Soit Q C RN un ouvert et E un ensemble de périmetre fini dans Q. Pour toute
fonction ¢ € CL(;RY), on a

/diwdxz/ @-uEdHN_lz/ - vgdHN L
E o*FE O E

Démonstration. Par définition de la dérivée distributionnelle et d’apres le théoreme de De Giorgi,
théoreme 4.4.7, on a

/divcpdx:—/<p~dDXE:/ g0~l/Ed7-[N71:/ o vgdHN L
E Q O*E 0.E

le derniere égalité étant une conséquence du fait que HVN~1(0.E \ 0*E) = 0. O



Chapitre 5

Propriétés fines des fonctions a
variation bornée

Dans ce chapitre, Q C RY désigne un ouvert et u € BV ().

5.1 Différentiabilité approchée
D’apres le théoreme de différentiation de Besicovitch, on peut décomposer la mesure Du en
Du = D% + D%u

ol D% est une mesure absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue £V et D%u
est étrangere par rapport a £V. Le théoréme de Radon-Nikodym donne l'existence d'une densité
Vu € LY(;RYN), appelée gradient approché, telle que

D% = Vulh.
De plus, le théoreme de différentiation de Besicovitch montre que

Du(B,(z))

~ pour LN -presque tout z € Q.

Vu(z) = lim
=0 wno

Le résultat suivant caractérise le gradient approché d’une fonction BV'.

Théoréme 5.1.1 (Calderon-Zygmund). Pour LN -presque tout x € Q, on a

1 lu(y) —uw(@) —Vu(z) - (y—=)| ,
/Bg(z) P dy = 0.

Démonstration. Soit x € Q) tel que

(8) lim /B ) ute)ldy =0

©) Jim o [ 19u) - Vutw)ldy =0
g 2B
0—0 Y

71
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D’apres le théoréme des points de Lebesgue et comme les mesures |Du| et £V sont étrangeres, il
g’avere que £V -presque tous les points z € Q satisfont ces propriétés.

Supposons sans restreindre la généralité que = 0. Soit g9 > 0 assez petit de sorte que B, (0) C
Q. Pour e < eggety e :={ze€ Q: dist(z,00) > e}, on considere la convolution u.(y) :=
(u*n:)(y). D’apres le théoréme fondamental de I’analyse, on a

wely) = ue(0)+ / Vus(ty) - ydt

ue(0) + Vue(0) -y + / (Ve (ty) — Vaa(0)] -y dt.

Pour ¢ < &g, on multiplie cette égalité par ¢ € Cl(B,(0)) avec |p| < 1 et on obtient d’apres le
théoréme de Fubini et la formule de changement de variables

/B o, Pl ~ue0) = Vu-(0) 3] dy

-
o sVt /g

Par suite, on a pour tout s € (0,1),
0) = [ e () e vay=— [ aiv (o (4)0) e dy
- - /BSQ@ div (90 (%) y) u(y)dy = /B o ¢ (%) y - dDu(y)

se

= oo Qv [ o ()t

De plus, d’apres les propriétés de la convolution de mesure, on a pour tout s € (0,1),

o P (%) [Vue(y) — Vue(0)] - ydyds. (5.1.1)

se

ge(s) 0

< - Vue(y)| dy
SN W Jp V0@

0

< %[ | nw-sdpie)d
87 B, (0) / Ba(y)
Y

<%0 1y — ) dy dIDul (2
§ Bis+:(0) Y Bso(0)NB:(2)

min{(so)V, eV
= C%|Du|(Bsg+e(o))

omin{(s0)", =)

< v (sete) <C,

ol on a utilisé (b) et (¢) dans avant derniere inégalité. Par convergence dominée, il vient alors
que

1
1 Yy

I\v cudud

/0 sN+1 /Bw(o)%o(s> uc(y) - ydyds

1 1 y 1 1 Y
— —_ 2V . = - dD? . 1.2
/0 SN+1 /BSQ(O) (2] <S) U(y) ydy ds + /0 gN+1 /E;SQ(O) ¥ (8) Yy d u(y) ds (5 )
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Par ailleurs, comme 0 est un point de Lebesgue de u et Vu, on en déduit que u.(0) — u(0) et
Vu:(0) = Vu(0). Par passage & la limite quand £ — 0 dans (5.1.1) et en utilisant (5.1.2) ainsi que
(a) et (b), on en déduit que

/B o, PI) ~(0) = Vu(0) -yl dy

< —_— = - dyd dD*u(y) dt
_/0 sN+1 /Bsg(o)so s [Vuly) = Vu(©)] -y dy S+/ N“/ y )
Deu|(B
< OQ/ / |Vu(y) u(0)|dyds+CQ/ Mds.
0 B, (0) 0 S

En passant au supremum parmi toutes les fonctions ¢, il vient

1
W /BQ(O) lu(y) — u(0) — Vu(0) - y| dy

1o y ) ; |[D*u|(Bs,(0))
gc/o (se)N/Bst)'v (y) — Vu(0)| dy d +c/ e s

Par passage a la limite quand ¢ — 0, on obtient bien la propriété souhaitée. O
La proposition suivante traduit une propriété de localité du gradient approché.

Proposition 5.1.2. Soient u et v € BV(Q). Alors
Vu=Vv LN-p.p. sur{u=0v}

Démonstration. Soit xg € {u = v} un point de Lebesgue de u et v tel que u(zg) = v(xo),

lim — 1 / [u(y) — u(xo) — Vu(zo) - (y — x0)| dy =0,
0=0 0N g (20 o
lim i/ [v(y) — v(xo) — V(o) - (y — o) dy =0
=0 0" JB,(20) 0
et N
0—0 WNO

Notons que L¥-presque tous les points 7o € {u = v} satisfont ces propriétés.
Pour z € By, posons

ug(2) = u(zo + 02) — u(sco)7 vo(2) = v(xo + 0z) — v(xo)

0 [

de sorte que u,(2) — Vu(zg) - 2 et vy(2) = Vo(xg) - 2 dans L'(By; RY). En particulier, u,y(z) —
vo(2) = Vu(zg) - 2 — Vu(zo) - z en mesure dans By et donc, pour tout € > 0, on a

N{ze By : |Vu(zg) -z — Vo(zg) - 2| > e}) < hmsup£ ({lup —vo| > €/4} N By)

Q*}
B
< limsup £{u 7 U]}Vm o(20)) =0.
0—0 Y

On en déduit que Vu(zg)-z = Vu(zg) -z pour LN -presque tout z € By, soit Vu(zg) = Vo(zg). O
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5.2 Continuité approchée

On souhaite désormais aller plus loin dans la compréhension de la structure du gradient d’une
fonction BV.

Définition 5.2.1. On définit les limites approzimatives supérieures ut(x) et inférieures u=(z) en
x € (2 par

ut(z) = inf {t eR: éi_% £ ({u >Qt;{[ﬁ By(x)) _ 0} ’
wiw) = swpfrer: gy SUSIORE L

Remarquons que si ¢t > u™(z), alors

LY({u >t} 0 By(x))

;ii% oV =0,
etsit<u (x),ona
gij}}) LN ({u <Qt§[ﬂ By(z)) _o.
Lemme 5.2.2. Les fonctions ut sont Boréliennes sur ).
Démonstration. En constatant que u~ = —(—u)™, il suffit de montrer que u™ est Borélienne. On

remarque d’abord que u™ () < s si et seulement s’il existe un ¢t € Q avec ¢ < s tel que

LN {u >t} N B,(x))

o =0.

lim
0—0 o

Par conséquent

LY ({u >t} N By(x)) _ 0} |

N

{ut <st= {:ceQ: lim

—0
teQ, t<s @ e

Comme Dapplication z — LY ({u > t} N B,(z)) est Borélienne et o — LN ({u > t} N By(z)) est
continue, on en déduit que

LY {u >t} N B,(x))
N

yol tynB
z — lim ({u > ]%[ o(®)) = lim
0—0 0 0—0,0€Qt 0

est Borélienne, ce qui montre que {u™ < s} est un Borélien de 2, et donc que u™ est une fonction
Borélienne sur €. U

On a toujours I'inégalité u™(x) < ut(x). Si u™(z) = ut(z), on notera u(z) la valeur commune
et on dira que x est un point de continuité approché pour u. Dans ce cas, @(x) satisfait pour tout
e >0,

LN (By(x) N {Ju — a(x)| > })
lim ~ =0.

0—0 Y
En particulier, si x est un point de Lebesgue de u, alors x est un point de continuité approché car

LY (By(x) N {lu—a(@)| >}) _ 1

< — u(y) — u(z)|dy — 0.
5 < g [, ) i@l ay
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On déduit du théoreme des points de Lebesgue que u(x) = ii(x) pour LN -presque tout x € Q.
Autrement dit, en notant

Sy ={reQ: u (z) <ut(z)}
I'ensemble singulier de u, on a LN (S,) = 0.

Théoréme 5.2.3. L’ensemble S, est Borélien, dénombrablement HN ~1-rectifiable et o-fini pour la
mesure HN 1. De plus, il existe une fonction Borélienne v, = Sy, — SN~ telle que pour L -presque
tout t € R,

Vu = Viyst} HN L presque partout sur S, N O*{u > t}.

Démonstration. Les fonctions u* étant Boréliennes, on obtient immédiatement que S, est Borélien.
D’apres la formule de la co-aire, les ensembles {u > t} sont de périmetre fini pour £!-presque
pour tout ¢ € R. Par ailleurs, les ensembles {u = t} étant deux & deux disjoints, on a également que
LN ({u = t}) = 0 pour L -presque tout ¢ € R. Par conséquent, il existe un ensemble D dénombrable
et dense dans R tel que {u > t} est de périmetre fini et £V ({u = ¢}) = 0 pour tout t € D.
Siz € J,, il existe alors t € D tel que v (2) < t < u*(z). Par définition des limites approxima-
tives supérieures et inférieures, on a
LN {u >t} N B,(z))

lim sup ~ >0, limsup
0—0 0 0—0 1

LY({u < t} N By(x))

>0,

d’ott z € O,{u > t}. On en déduit alors que

Suc | 0{u>1t},

teD

ce qui montre que S, est dénombrablement H " ~!-rectifiable. Par ailleurs, comme pour tout ¢ € D,
HN (0, fu > 1)) = HY (0 {u > 1)) = [Dxpusp(Q) < o,

on en déduit que S, est o-fini pour la mesure #~ 1. De plus, comme pour t € D, on a H¥ 1 (0, {u >
t}\ 0 {u > t}) = 0, I'ensemble Z := ;e p(8:{u > t} \ 8*{u > t}) C Q est un Borélien HV1-
négligeable tel que

Suc o {u>tpuz

teD
Montrons que si s, t € D avec s < t, on a
Viuss}(T) = Viusey (z)  pour tout x € 0" {u > s} N O™ {u > t}.

Soit donc zg € 9*{u > s} NI*{u > t}. D’apres le théoreme de De Giorgi (théoremes 4.4.5 et 4.4.7)
les normales approchées vy, 43 (20) et Vg, (7o) sont bien définies. On définit les demi-espaces

Hf = {z RV : Fv(ussy (o) - (# — x0) > 0}, HE = {z eRV: +viusy(@o) - (x — 20) > 0}.
Comme {u >t} C {u > s}, le théoreme 4.4.5 montre que

S

NB H+
LN(By N H NHf) = lim Slimﬁ (Bo(wo) N{u>s}NHY)

LN(By(xo) N {u>t}NHT)
0—0 QN o—0 QN

=0

et

N — N —
0—0 0 0—0 0
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1l vient alors que H¥ = HE et donc que V{us>s}(Z0) = V{u>¢}(20). On a donc montré que pour
tout z € S, \ Z, il existe un vecteur unitaire v, (z) € SN tel que v, (#) = v{yse(z) sit € D et
x €S, No*{u >t}

Sit & D et {u > t} est de périmétre fini dans €, on peut trouver t; et to € D tels que t; < t < t.
En raisonnant comme précédemment, on montre que pour tout = € 9*{u > t1}NO*{u > t}Nd*{u >
ta2}, on a

Viu>t} (z) = V{u>t1}($) = V{u>t2}(x) = v ().
On obtient ainsi une application Borélienne v, : S, — SV~! telle que pour £'-presque tout ¢ € R,
Vu = V{ust} HNLp.p. sur S, NO*{u > t}. O

+

Montrons a présent que les fonctions Boréliennes u™ sont essentiellement finies.

Proposition 5.2.4. Pour HN'-presque tout x € Q, on a
—o0 <u (z) <ut(z) < +o0.

Démonstration. Etape 1. Montrons que HY "1 ({u~ = +o0}) = H¥ 1 ({ut = —}) = 0. Comme
ut = —(—u)7, il suffit de vérifier que HY "1 ({u~ = +o0}) = 0.

Soient U C R™ un ouvert borné tel que U C Q et V un ouvert tel que U C V C V C Q. Soit
¢ € C*(RY) une fonction telle que 0 < ¢ < 1 dans RV, ¢ = 1 sur U et Supp(p) C V. On pose
v i=pu € BV(RN) qui est donc & support compact K, avec v+ = u® sur U.

Soient By = {x € RN : v(z) >t} et F; := {z € RN : v~ (z) > t}. Comme LV (S,) = 0, on en
déduit que v = v~ LN-p.p. dans R si bien que E; et F; different d'un ensemble £V-négligeable.
Par conséquent, on a P(F;,RYN) = P(E;, RY) et par la formule de la co-aire,

/ P(F;,RY)dt = |Dv|(RY) < oo,
R

ce qui montre que
lim inf P(F;, RY) = 0.
t——+o00

Comme v est & support compact K, il existe d > 0 tel que pour tout o > d, tout z € RY et tout
t >0,

LN(By(x) N Fy) < LN(K) Pt
wn oV T owneN T8
Par ailleurs, si v~ (z) > ¢, il vient par définition de v~ (x) que

lim =1 =1.
0—0 ngN 0—0 wNQN
N
Par continuité de la fonction g — %ﬁm, il existe o(z) € (0,d) tel que

1
LY (B (2) N Fy) = ZWNQ(@N

et I'inégalité isopérimétrique relative montre alors que

OnIDXE| By (@) = (7)™ o)V
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La famille 7 = {EQ(E)(x)}me r, forme un recouvrement de F; et le théoreme de recouvrement de
Besicovitch montre I'existence de { sous-familles F7, ..., F¢ dénombrables et disjointes telles que

Ftco U B

i=1 BEF;

Par conséquent,

: diam(B) Nt
N 1
M <3 3 e (5
i=1 BEF;
€
ZZ\DXF, ) < ddDxp|(RY) = ¢ P(F, RY) = 0

quand ¢ — +oo, d’ott Hay '({v™ = +oo}) = 0. Pour tout £ > 0 il existe donc un recouvrement
{A;}ien de {v™ = 400} tel que diam(A4;) < 2d pour tout ¢ € N et

=, [ diam(A;) Nt
3 ()

L’inégalité précédente implique que diam(A4;) < 2(w1\;€,1)ﬁ = §(g) de sorte que Hé\gg)l({v_ =

+00}) < € et donc HYN 1 ({v™ = +o00}) = 0 par passage a la limite quand ¢ — 0. Comme v~ = u~
dans U, on en déduit que HN~1(U N {u~ = +oc0}) = 0. En considérant une suite croissante
d’ouverts {U, }nen telle que U,, C U, et U,, Un = Q, on en déduit par passage a la limite quand
n — oo que HY"1({u™ = +c}) = 0.

Etape 2. Montrons que vt —u~ < oo H¥~!-p.p. dans Q.
Comme S, est o-fini pour la mesure %Y~ on peut appliquer le théoréme de Fubini & la mesure
produit KV ! ® £! sur S, x R qui implique que

HN @ LY ({(x,t) € Sy xR: u™(z) <t <ul(z)}
= / (ut —u”)dHN T = / HNY{z e Sy u(z) <t <ut(x)})dt.
Su R

Orsiu™ (z) <t <u'(x), alors x € d,{u > t} et donc, d’apreés la formule de la co-aire,
|t =y an < [ W o> = [ Dxgueal@) d = Dul(@) < .
S R R

ce qui montre effectivement que u™ — u~ < oo HY 1-p.p. dans Q.

Etape 3. Onaut = (ut —u~)+u~ < +oo H¥ " Lpp.dans Qet u™ = —(ut —u~)+ut > —c
HN—1p.p. dans Q. O

On décompose a présent la partie singuliere D*u en
D%y = Dy + D¢u,

ot DVu := D*ul_S, est la partie saut de Du et D := D*ul_(2\ S,) est la partie Cantor de Du.
Remarquons que, du fait que £V(S,) = 0, alors D/u = Dul_S,,.
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Théoréme 5.2.5. La partie saut D7u de Du est absolument continue par rapport ¢ HN 1 et on
a la représentation
Diu= (ut —u ), HN LS,

De plus la partie Cantor Du est étrangére par rapport & HN =1, i.e.
HYHA) <0 = |D|(A)=0
pour tout Borélien A C .

Démonstration. Pour tout ¢t € R, on notera pour simplifier E; := {u >t} = {z € Q: u(z) > t}.
On remarque d’abord que si x € S, alors

(u™ (z),ut(z)) C{teR: z € . E} C [u (x),u’ ()]

de sorte que L*({t e R: x € 0.E;}) = ut(z) — u™ (z). D’apres la formule de la co-aire dans BV
et le théoreme de Fubini, il vient pour tout Borélien A C €2,

Diu(A) = Du(AﬂSu):/DXEt(AﬂSu)dt
R

- /(/ vE, dHN1> dt
R 0. E:NANS,

= /(/ Vud"HNl) dt
R 0. E:NANS,

= / (/ X{teR: x€d. E+} dt) Uy dHN_l
ANS, R

_ / (u* — u g dHN Y,
ANS,

ce qui montre effectivement que Diu = (ut — u ™), HV 1L S,,.

Si A C Q est un Borélien tel que HY~1(A) < oo, on a en particulier que £V (A) = 0 et donc
IDCu|(A) = [Dul(A\ S,) = / HN1(0,E,N A\ S,) dt.
R

Or, siz € 0,E; N A\ Sy, alors u(z) = t. En effet, si t > u(z) = u™ (x), on aurait alors que

LY (> N By))
sy oV

:O7

ce qui contredirait le fait que € J.E;. Par conséquent, ¢ < @(z) et on montre de méme que
t = @(z). Par conséquent,
0.E,NA\S, C{u=t}

et comme les ensembles {@ = t} sont deux & deux disjoints et la mesure HY LA est finie, on en
déduit que
HN Y AN{a=1t}) >0

pour au plus une quantité dénombrable de ¢t € R. En particulier HN 10, E;NA\ S,) < HY -1 (AN
{@t =t}) = 0 pour L!-presque tout ¢ € R, ce qui montre bien que |Du|(A) = 0. O
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La dénomination de partie Cantor provient de I'exemple de la fonction de Cantor-Vitali u :
[0,1] — R. 1l s’agit d’une fonction continue et croissante sur [0, 1] qui satisfait «(0) = 0, u(1) =1
et u' =0 L'-p.p. sur (0,1). D’apres I'exemple 2.1.4, il s’agit d’une fonction & variation bornée dans
I'intervalle (0,1) telle que |Du|((0,1)) < 1, dont nous allons montrer que la dérivéee distribution-
nelle est purement de type Cantor. En effet, cette fonction étant continue, on a que S, = ) de sorte
que la partie saut D7u = 0. Montrons par ailleurs que la partie absolument continue D% = 0.
Pour ce faire, on considére la fonction auxiliaire v : [0,1] — R définie par

v(z) = Du((0,x)) pour tout z € [0,1].

Comme u est croissante et bornée, la mesure Du est positive et finie, ce qui montre que v est une
fonction croissante et bornée. Par ailleurs, pour toute fonction test ¢ € C°((0,1)), le théoreme de
Fubini montre que

/ (@) (@) da = / 1 ([ apuw) as= [ 1 ( / ) ) apu(y) = - | " oly) dDu(y).

On en déduit que Dv = Du et comme u(0) = 0 = v(0), il vient que u = v. Par conséquent, comme
v/ (z) = 0 pour L -presque tout z € (0,1), on en déduit que pour L!-presque tout x € (0, 1),

0= lim “@rM-u@ o vlth)—o@) o Dullz )

h—0+ h h—0+ h h—0+ h = Vu(z)

ce qui montre que D%u = 0. On en déduit que Du = DC°u. Par ailleurs, si Du = 0 on aurait

que u est constant sur [0,1] ce qui n’est pas possible puisque u(0) = 0 et u(1) = 1. On peut en

fait montrer que Dy est une mesure portée par la mesure de Hausdorff H*L C ou C' C [0, 1] est
In2

I'ensemble triadique de Cantor et s = {°= est sa dimension de Hausdorff.

Théoréme 5.2.6 (Chain rule). Soit u € BV (Q) et ¢ € C*(R) une fonction Lipschitzienne telle
que ¥(0) = 0 si LN (Q) = 0. Alorsv =1 ou € BV(Q) et

Div = (p(ut) —p(u ) HN LS, Vv=14v'(u)Vu, D% =1'(@)D.

Démonstration. D’apres le théoreme d’approximation d’Anzellotti-Giaquinta, il existe une suite
{ug }ren dans C(Q)N BV (Q) telle que uy, — u dans LY(Q) et | Dug|() — |Du|(R2). En particulier,
v := 1 o uy est de classe C1 sur Q et Vv = ¢/ (up)Vug. Comme %(0) = 0 si LY(Q) = oo, on
obtient que v et v € L'(Q). En notant L > 0 la constante de Lipschitz de ¢, on obtient que
|Vug| < L|Vug|. Comme

/Q|vk—v|dx:/Q|w(uk)—¢(u)\dxSL/Sz\uk—u|da:—>O,

on en déduit que vy — v dans L'(Q). Par semicontinuité inférieure de la variation totale, il vient
TV (v,8) < liminf TV (vg, ) = liminf/ |Vug| < Lliminf/ |Vug| dz = L|Dul|(),
k—o0 k—oo Jq k—oo Jo

ce qui montre, du fait que TV (v, ) < oo, que v € BV (Q).

Comme toute fonction ¢ € C'(R) peut s’écrire comme la différence de deux fonctions Lipschitz
1, o € CH(R) avec 1) > 1 pour i = 1, 21, on ne restreint pas la généralité en supposant des le
départ que 1 € C*(R) satisfait 1)’ > 1. Comme v est continue et strictement croissante, on a que

U+ = ¢(U+)a Vo= '(/)(u_)7 S’U = Su; Vy = Vy-

1. 11 suffit de poser ¥2(t) := (1 + ||¢'||oo)t €t 1 := 1 + 92
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Par conséquent,
Div=Dvl S, = (v — v ), HN LS, = ((uh) — ¢(u™))v, LHYN LS,

ce qui démontre la représentation de la partie saut.
Soit A C Q un Borélien, d’apres la formule de la co-aire dans BV, on a

Du(A\S,) = Du(A\S.) = [ Dxpusn(A\Su)di

/RDX{“>TZ’71(0}(A \ Su) dt

- / DXusey (A\ S/ (s) ds

/ / ' (8)0 sy () AHN L (2) ds.
R J 0. {u>s}NA\S,

Nous avons déja vu que si x € 9.{u > s} \ Sy, alors 4(x) = s, par conséquent

= "(a(x))v T N=1(2)ds
Du(4\S,) = / /MX}M\S“w(()) sy () AHY () d
- / V' (a()) dDx g, (x) ds
RJA\S,

= T/)/ (71) d.D’LL,
A\S..

ou nous avons de nouveau appliqué la formule de la co-aire dans la derniere égalité. Comme
Dvl_(2\ Sy) = D* + D% et Dul(2\ S,) = D% + D¢u, il vient
D% + D% = ' () D*u + ¢’ (@) D u.

Enfin, comme les mesures D*v — ¢/ (@) D%u et D — ¢'(@) Du sont étrangeres (la premiere étant
absolument continue par rapport & LV et la deuxiéme étant singuliere par rapport a £V), on en
déduit finalement que D% = v’ (4) D% et D = ' () Du. O



Chapitre 6

Fonctions spéciales a variation
bornée

6.1 Definition et caractérisation

Définition 6.1.1. L’espace SBV(Q2) des fonctions spéciales a variation bornée dans un ouvert
Q2 C RV est défini comme étant 'ensemble des fonctions u € BV (Q) telles que Du = 0.

Autrement dit, si u € SBV (), la partie singuliere du gradient de u est purement de type saut
et
Du = Vul® + (uT —u ), HY L S,.

Il s’agit d’un sous-espace strict de BV ().

Exemple 6.1.2. (i) Wh1(Q) c SBV(Q) car si u € WH1(Q), Du = Vul et donc, en particulier
Dy = 0.

(ii) Si E C  est un ensemble mesurable tel que LN (E) + P(E,Q) < oo, alors xg € SBV ()
car Dxgp = —vgHN "' 0,E. Par conséquent, comme d,E = S,,, on en déduit que Dxp =
Dxgl. Sy, =: Dixg et donc Dxg = 0.

(iii) Crack tip. En dimension N = 2, la fonction définie en coordonnées polaire par

u(r,0) :== /rsin (Z) , 0<r<1,0e(—mm)

appartient & SBV (B;) avec S, = (—1,0) x {0}.
(iv) En dimension N = 1, la fonction de Cantor-Vitali u (qui est une fonction dans BV(0,1)
puisque croissante) n’appartient pas & SBV(0,1) car on a déja vu que Du = D # 0.

Nous allons commencer par donner une caractérisation de cet espace. Pour ce faire, pour toute
fonction Lipschtzienne ¢ € C(R) on introduit la notation

[9]s == sup{[e(t) = (s)| : s, t € R}
De plus, on vérifie aisément que pour tout s, t € R avec s # t,

e(s) — (0] _
s T

ot X :={y € C*(R): ¢’ € C.(R), ¥ non constante}.

81
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Proposition 6.1.3 (Caractérisation de SBV). Soit Q@ C RY un ouvert borné et u € BV (Q).
Supposons qu’il existe une fonction a € L' (;RYN) et une mesure positive finie p sur Q telle que
pour toute fonction Lipschitzienne ¢ € CH(R)

| DY (u) — ¢ (w)al™] < [¢].p. (6.1.1)

Alors uw € SBV(Q), a = Vu LN -p.p. dans Q et u > HN1LS,.
Réciproquement si u € SBV(Q) et HN=1(S,) < oo, alors (6.1.1) est satisfait avec a = Vu et
p=HN"ILS,.

Démonstration. On montre d’abord la condition nécessaire. Si u € SBV(Q) et 1 € C*(R) est une
fonction Lipschitz, le théoreme 5.2.6 montre que ¢ (u) € SBV(Q2) avec
Dip(u) = ' (u)Vul + (p(u™) — h(u™ ), HY LS,
et donc
Dy (w) = ' () Vul™| < 1Y LSy,
ce qui montre bien (6.1.1) avec a = Vu et = HN"1LS,.
Pour la condition suffisante, on considere zy € €2 un point de Lebesgue de a et u, qui est aussi

un point de différentiabilité approché de u et tel que la limite

o, #Bo(0)
0—0 QN

existe et est finie. D’apres le théoreme de différentiation de Besicovitch et le théoreme de Calderon-
Zygmund, £V -presque tous les points zq € (2 satisfont ces propriétés.

On pose ug(y) = Vu(zg) - y et on considere une fonction ¢ € CH(R) telle que ¥(t) = ¢ si
t € up(B1) et une fonction test ¢ € C1(B1). Pour tout o > 0 tel que B,y(xg) C 2, on pose alors

bo(t) == <t“($°)> . wolm) = <x - zO) .

o 4

On note tout d’abord que

— 0.

[Poll«1(Bo(0)) _ QIIwII*M(Bg(wo))

oN-1 oV
En changeant de variable, on obtient d’une part
_ 1 Wf)—?mo)) (l‘ﬂfo)
/QwQ(u)Vgag de = . /Qw ( . Vo . dx
N [ () Tet) dy. (61.2)
B
ol up(y) = [u(zo + 0y) — u(zo)]/0. D’autre part,
/ VoWV dr = _/ Po dDYy(u)
Q Q
- —/ <pgd[D¢g(u)—a¢;(u)£N]—/ @Qawlg(u) dz
Q Q

— oV - N / o()alzo + o) (ug(y)) dy (6.1.3)
By
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car

’/Qsag d[Dipo(u) — a%(ﬂ)ﬁN]‘ < [lllso Il 1(Be (o)) = 0(0™ ).

En regroupant (6.1.2) et (6.1.3), il vient

[ o)Vt du = o) = [ w)aan+ 0 (uglo) .
1 1
D’apres le choix du point zg, on obtient par passage a la limite quand ¢ — 0 que

[ o) Vetw) dy = - /B o()alzo) (uo(y)) dy,

puis, suite & une intégration par partie dans le membre de gauche de la précédente inégalité
Vv (uo(y))] = alxo)y’ (uo(y)) pour LN -presque tout y € By. Comme ¥ est I'identité sur ug(By),
il vient que Vu(zo) = a(xg).
D’apres le théoreme 5.2.6, D%)(u) = ' (u)Vul et donc pour toute fonction Lipschitz ¢ €
CY(R), on a
[ D*p(w)] < [[4]p- (6.1.4)

En particulier, une nouvelle utilisation du théoréme 5.2.6 montre que
¥ (@) DUl = [DY(u)| = [D*¥(u)| L(Q\ Su) < [[¢h]lsp (2 Su).
En choisissant 12 (t) = sin(t/e) et ¥2(t) = cos(t/¢), on obtient en utilisant que | cost| + |sint| > 1
[Du| < depl (2 Sy),

puis que |D°u| = 0 en faisant tendre € — 0. On a donc bien montré que v € SBV (Q).
D’apres (6.1.4) et le théoréme 5.2.6,

() — (u)HY LSy = (D)L Sy < (]l S,

Soit X := {¢p € CY(R) : ' € C.(R), ¢ non constante} qui est un sous-espace séparable de
W1(R) car la dérivé d’une fonction ¢ € X appartient & C.(R) qui est lui méme séparable.
On considere alors un sous-ensemble D dénombrable dense dans X. D’apres le théoreme de
différentiation de Besicovitch et le fait que S, est rectifiable (voir théoreme 3.4.3), pour tout
¥ € D, il existe un ensemble Z, C S, Borélien HY ~1-négligeable tel que

1(Bo(0))

9 (o)) = Y™ (o)) < Il Himsup 7 ST

pour tout zg € Sy, \ Zy.

En posant Z = Uwe p Zy qui reste un Borélien HN 1 négligeable, I'inégalité précédente reste vraie
pour tout xg € S, \ Z et pour tout ¢ € D. Comme

| @) — U o] @) = vl @)
pex 141l weD 41l
on en déduit que
lim sup 11(397(9302)1 >1 pour tout g € Sy \ Z.

0—0 wallQN

La Proposition 3.2.7 montre alors que pu > pl (S, \ Z) > HN"1L(S, \ Z) = HNIL S, ce qui
conclut la preuve du résultat. O
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Nous allons nous intéresser & des propriétés de fermeture de cet espace. Notons que si {uy }ren est
une suite de fonctions dans SBV () telles que supy, [|ux||gy (o) < oo, alors, quitte a extraire une
sous-suite u, — u dans L'(Q) avec u € BV(Q), mais en général, u ¢ SBV (). Par exemple,
en dimension N = 1, la fonction de Cantor-Vitali est la limite (uniforme) dans (0,1) d’une
suite {ur}ren de fonctions Lipschitziennes croissantes sur (0,1). En particulier u, € SBV(Q)
et [|ur|l vy < ur(l) —ur(0) =1, mais u ¢ SBV(0,1) car Du = D # 0.

Nous allons montrer un résultat de compacité “faible” dans I’espace SBV.
Théoréme 6.1.4 (Ambrosio). Soit Q C RY un ouvert borné et {uy, }ren une suite dans SBV ()

telle que
2u§{\\uk|\oo + ||Vugll2 —|—’HN71(S“,€)} < 00.
5

Alors, il existe une sous-suite {uy, } jen et une fonction u € SBV(Q) telles que

ug;, = u faible* dans L>(Q),
Vuy, — Vu  faiblement dans L*(Q;RY),
HN1(S,) < liminf; HN7H(S,,)-

Démonstration. D’apres les définitions des limites approximatives, on a clairement que |uf| <
lug]loo de sorte que

| Duk|(9) :/ |vuk\dm+/ luif — up [dHN 1 <\ LN(Q) | Vug|2 + 2)|uk o Y (Su,) < C.
Q Sy,

D’apres les hypotheses (on rappelle que € est borné), la suite {uy }ren est bornée dans BV (Q2) N
L>(Q), la suite {Vuy }ren est bornée dans L2(€; RY) et la suite de mesures {HN 1S, }ren est
bornée dans M(£2). On peut donc extraire une sous-suite, toujours notée {uy }ren pour simplifier,
telle que

ur — u faible® dans L™ (Q),

Vup — a faiblement dans L?(Q; RY),

HN-LLS,, — pu  faible* dans M(Q),
ot u € BV(Q), a € L2(RY) et u € M(Q) est une mesure positive. De plus, par injection

compacte de Rellich on a également que uj — u fortement dans L. (€2). En utilisant de nouveau

la borne L™ () sur {ug }ren on en déduit que uy — u fortement dans LP(€2) pour tout 1 < p < oo.

Soit ¢ € C!(R) une fonction Lipschitzienne. En particulier, Di(uy) — D(u) faible* dans
M(Q;RY). Comme ' (ug) — 9/(u) fortement dans L?(2) et 1’ est une fonction bornée, on en
déduit que ' (ug)Vur — 9'(u)a faiblement dans L2(Q;RY). Par ailleurs, comme en vertu du
théoreme 5.2.6, on a

Dip(ug) = ¢ (ur) Vur £ + ((uf) = o (ug ) v HY 71 Sy,
il vient
| D (uge) — ¢ (uge) Ve £V < [l HY HL S,
puis par semicontinuité inférieure de la variation totale
| Dy (u) — o' (w)al™] < |9 cp.
Par application du théoréme 6.1.3, on en déduit que a = Vu, HV 1L S, < p et, en particulier,

HYTH(S)) < () < Tminf HYTH(S, ),
—00

ce qui conclut la preuve du théoreme de compacité. O
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6.2 Le probleme de Mumford-Shah

On considere une image donnée par un niveau de gris g : Q© — [0, 1],  C R? est un ouvert borné,
que l'on cherche a segmenter, i.e., trouver une bonne approximation des contours. Un probleme
variationnel proposé par Mumford-Shah consiste & déterminer un ensemble K C Q (correspondant
aux contours) de longueur minimale et une fonction u : @\ K — R “proche” de g et “réguliere”
en dehors de K. On considére alors le probleme de minimisation suivant :

inf{/ \Vu|2dx+”Hl(K)+/ u—g|2dx},
O\K Q

ot 'infimum est pris parmi tous les ensembles fermés K C et toutes les fonctions u € H*(Q\ K).
Une formulation faible, proposée par Ambrosio et De Giorgi, consiste a assimiler K a I’ensemble
des sauts de u. Le probleme peut alors se reformuler dans le cadre des fonctions & variation bornée

a:= inf {/ Vu|2dx+7-ll(5u)+/u—g|2dx}.
ueBV(Q) | Jo Q

Il s’avere que espace BV () est trop grand car on peut montrer, par exemple en dimension 1,
que toute fonction g € L°°(£2) peut étre approchée dans L?(2) par une suite de fonctions {us }ren
dans BV (Q) telles que Vuy = 0 et HVN~1(S,,) = 0 pour tout k € N, de sorte que a = 0.

C’est précisément pour cette raison que 'espace SBV(£2) a été introduit par Ambrosio et De
Giorgi. On définit alors la fonctionnelle de Mumford-Shah

F(u) :z/ |Vu|? de + HN71(S,) —|—/ lu —g|*dz, uec SBV(Q)
Q Q

ott  C RY est un ouvert borné et g € L>(2). Nous allons montrer qu’il existe une fonction
u € SBV(Q) telle que
F(u) < F(v) pour tout v € SBV(Q).

Notons
I:=inf{F(v): ve SBV(Q)},

de sorte que 0 < I < F(0) < [, |g|* dz. On considere une suite minimisante {u}ren dans SBV ()
telle que F(ug) — I. On note M := ||g||co et on pose 9(t) = min(max(¢t,—M), M) qui est une
fonction 1-Lipschitz, croissante et borné. On régularise ensuite 1 en posant ¥, := 1 * 1. qui est une
fonction croissante, bornée, de classe C* et 1-Lipschtzienne. Comme 1. — 1 ponctuellement sur
R, on en déduit que 1. (uy) — ¥(ug) LY -p.p. dans 2, puis que ¥ (uz) — ¥(uy) dans L*(Q) quand
¢ — 0, par convergence dominée. De plus, | D). (ug)|(Q) < |Dug|(£2), ce qui montre que la suite
{Dv.(ug)}eso est bornée dans M (£; RY) et donc que D). (uy,) — Dp(uy) faible* dans M (Q; RY).
11 vient alors que v := ¥ (ug) € BV(£2) puis, par semicontinuité inférieure de la variation totale, on
a aussi que |Dvy| < |Duy|. La fonction ¢ étant 1-Lipschitz, on a que S,, C S, . Par conséquent,

| D%k = [D* 0| L(Q\ S,.) < [DMug| L(Q\ Su,.) = [ D7k (S, \ Su)-

Comme d’apres le théoreéme 5.2.3, 'ensemble S, \ Sy, est o-fini par rapport & la mesure HV "1, le
théoréme 5.2.5 montre que |D°y| = 0 et donc que v, € SBV(). Par construction ||vk|lcc < M.
De plus, par la propriété de localité du gradient approché, on a

Vo, = Vu,,  LN-p.p. sur {ux = v},
Vo, =0 LN-p.p.sur {v, = —M}U {v, = M},
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de sorte que |Voug| < |Vuyg|. Par conséquent, en utilisant également le fait que ¢ est 1-Lipschitz,
on en déduit que
I < F(vg) < F(ug) — I,

et donc {vg }ren est une nouvelle suite minimisante. Comme I < 0o, on en déduit que

sup {lvellse + IVl +HYH(S0,)} < 00
S

et le théoreme de compacité d’Ambrosio montre I'existence d’une sous-suite {vg, }jen et une fonc-
tion u € SBV(Q) telles que

v, — u faible® dans L>°(Q),
Vo, = Vu  faiblement dans L?(Q; RY),
HNH(S,) < liminf; HY (S, ).

Par conséquent
I < F(u) <liminf F(vg;) = I,
j—o0
ce qui montre effectivement que F(u) = I et donc que u est une solution du probléeme de minimi-
sation de Mumford-Shah.



