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Avant-propos ix

AVANT-PROPOS

La mécanique des fluides est une science relativement ancienne, mais qui a connu dans les
années récentes un essor remarquable. Ses développements théoriques et expérimentaux
actuels sont passionnants et ses applications technologiques couvrent des gammes tres
vastes dans beaucoup de secteurs : énergie, exploration pétroliére, propulsion, aéronauti-
que, espace, génie océanique, génie des procédés, biotechnologie, environnement, météoro-
logie etc. Ainsi la compréhension et la maitrise de la mécanique des fluides apparaissent
particulierement importantes pour les ingénieurs.

Ce livre est issu de I’ enseignement dispensé depuis plusieurs années en deuxiéme année
a I’ Ecole Centrale Paris. Il contient une introduction a la mécanique des fluides et peut
étre adopté comme texte de référence pour un cours de base destiné a des étudiants de
maitrise ou a des éléves-ingénieurs en premiére ou deuxiéme année d’étude. Il ne suppose
pas de connaissances préalables dans ce domaine. Pour aborder sa lecture il suffit d’avoir
des notions d’analyse différentielle et vectorielle, de thermodynamique et de mécanique des
milieux continus.

Pour écrire ce livre je me suis appuyé sur la littérature trés abondante qui existe dans cha-
cun des domaines abordés. Toutes ces sources sont citées en référence dans le texte et une
bibliographie complémentaire est proposée a la fin du livre. Je me suis efforcé d’obtenir un
maximum de cohérence et d’homogénéité dans ’exposé. L’accent est mis sur les problemes
rencontrés couramment dans les applications de 'ingénieur, mais la présentation garde un
caractére fondamental. Un équilibre a été constamment recherché entre les discussions
d’aspects qualitatifs, les considérations physiques, l’explication élémentaire des concepts,
la modélisation, ’écriture mathématique rigoureuse des équations et leur résolution ana-
lytique.

L’objectif visé est de permettre une compréhension opérationnelle de ce qui est essentiel
en mécanique des fluides. Pour cette raison, les analyses et les calculs sont développés de
fagon détaillée, trop peut-étre au gotlit de certains. Ce choix devrait faciliter la lecture
et éviter les difficultés techniques qui font souvent obstacle & la compréhension du sujet.
Pour que le texte puisse tenir dans un nombre de pages limité, j’ai été amené a faire de
nombreux compromis dans le choix de la matiere et dans I’étendue des analyses mais les
références de certains thémes importants non retenus sont citées dans le texte. Le lecteur
trouvera en particulier un exposé des problémes de transferts thermiques et de mécanique
des fluides anisotherme dans le livre de J. Taine et J.-P. Petit paru dans la méme collection.

Les problémes traités ici doivent apporter au lecteur une connaissance fondamentale solide
et suffisamment diversifiée pour apprécier I’étendue du domaine et la variété des applica-
tions pratiques.

Pour aider le lecteur qui souhaiterait entreprendre une étude indépendante de la mécanique
des fluides sans suivre un enseignement plus formel sur ce sujet, j’ai inclus un guide de
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lecture comportant 13 séquences. Ces modules ne correspondent pas aux 19 chapitres qui
composent le livre et toute la matiére n’est pas couverte dans ce premier parcours. Le
lecteur pourra en particulier passer rapidement sur un certain nombre de notions de base
rappelées au chapitre L. Il pourra aussi parcourir les chapitres II et III. Les chapitres IV, V
et VI méritent une étude plus approfondie, car, ils traitent des équations fondamentales de
la mécanique des fluides et présentent des méthodes générales particulierement utiles pour
I’écriture de relations de bilan . Apres avoir bien assimilé cette partie, le lecteur pourra
aborder les chapitres VII, VIII et IX et voir comment on peut utiliser ’approximation uni-
dimensionnelle et les bilans macroscopiques pour traiter des problemes typiques rencontrés
par l'ingénieur (écoulements dans des canalisations, calcul des vitesses et des pressions, es-
timation des pertes de charge, évaluation de forces, de moments et de couples). Suivant
ses préoccupations, le lecteur pourra ensuite choisir d’étudier les effets de compressibilité
et la dynamique des gaz, qui font 'objet des chapitres X a XIII, ou passer directement aux
chapitres XIV a XVIII qui traitent des effets de viscosité et introduisent la notion essen-
tielle de couche limite. Ces deux modes de lecture des chapitres X a XVIII sont possibles
et peuvent étre logiquement envisagés. Le dernier chapitre traite de la turbulence, un sujet
de grande importance scientifique et technique et qui requiert une étude approfondie. A
I'issue de ce parcours le lecteur aura acquis une bonne base, mais il sera loin d’avoir fait
le tour des connaissances disponibles dans le domaine. Il pourra alors aborder sans trop
de difficultés des problémes pratiques et poursuivre son apprentissage a 1’aide d’ouvrages
plus avancés ou d’articles scientifiques spécialisés.

Sébastien Candel,
18 Avril 1990
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GUIDE DE LECTURE

1- Concepts généraux (chapitres I, II, III, IV et V).

Introduction & 1’étude des écoulements. Le concept de milieu continu. Quelques types
d’écoulements. Méthodes générales de résolution des problémes de mécanique des fluides.
Systémes matériels et description du mouvement. Vitesse et accélération d’une parti-
cule fluide. Lignes de courant, trajectoires, lignes d’émission. Théorémes de transport.
Equation de conservation de la masse.

2-Equations de bilan (chapitres V et VI).

Mouvement général d’une particule fluide. Taux de déformation. Notions sur ’analyse des
contraintes dans un fluide. Relations entre les contraintes et des taux de déformation pour
un fluide newtonien. L’équation de conservation de la quantité de mouvement. Equations
d’Euler. Equations de Navier-Stokes. Théoreme de Bernoulli.

3-Equations de bilan. Le théoréme de Bernoulli et ses applications (chapitres
VI et VIII).

Equation de bilan pour I’énergie cinétique. Equation de conservation de I’énergie. Ecoule-
ments unidimensionnels. Le théoréme de Bernoulli et ses applications. Bilan d’énergie
mécanique. Analyse d’écoulements incompressibles dans des conduites. Pertes de charges.
Le diagramme de Moody. Pertes de charge singulieres.

4-Bilans macroscopiques de quantité de mouvement (chapitres VII et IX).
Bilan de quantité de mouvement pour les écoulements permanents. Le théoréme du mo-
ment angulaire. Poussée d’un moteur a réaction. Poussée d’un moteur fusée.
5-Dynamique des gaz. Ecoulements isentropiques unidimensionnels (chapitre
X).

Ecoulements adiabatiques de fluides compressibles. Ecoulements isentropiques de gaz réels.
Ecoulements isentropiques de gaz parfaits. Equations fondamentales. Tables d’écoulements
isentropiques.

6-Ondes de choc (chapitres XI et XII).

Equations fondamentales pour les chocs droits. Ondes de choc droites dans les gaz parfaits.
Détermination des propriétés de ’écoulement. Tables de choc. Variation d’entropie au
travers d’un choc droit. Ondes de choc obliques. Equations fondamentales. Perturbations
faibles des écoulements supersoniques.

7-Ecoulements dans les tuyéres (chapitre XIII).

Introduction, fonctionnement d’une tuyere pour diverses valeurs du rapport de détente.
Souffleries supersoniques.
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8-Solutions exactes des équations de Navier-Stokes (chapitre XIV).

Equations générales pour les écoulements paralléles. Ecoulement de Couette. Ecoulement
de Poiseuille. Tourbillon & noyau visqueux. Le premier probléme de Stokes.

9-Analyse dimensionnelle (chapitre XV).

Utilisation de I’analyse dimensionnelle pour effectuer des estimations a priori. Le théoréme
7. Trainée d’une sphére et d’une plaque plane. Analyse dimensionnelle des équations de
bilan. Notion de similitude.

10-Introduction & I’étude de la couche limite (chapitre XVI).

Ecoulements cisaillés. Notion de couche limite. Estimations de grandeurs caractéristiques
de la couche limite. Echelles caractéristiques de la couche limite. Décollement et transition.
Equations de la couche limite sur une plaque plane.

11-Couche limite laminaire en écoulement incompressible (chapitres XVII et
XVIII).

Les équations de la couche limite laminaire sur une plaque plane. Solution exacte des
équations de la couche limite. Equations intégrales pour les couches limites. L’équation
intégrale de Karman. Notions sur les couches limites en présence d’un gradient de pression.

12-Introduction & I’étude de la turbulence (chapitre XIX).

Ecoulements turbulents d’importance technologique. Nature de la turbulence. Estimations
des échelles caractéristiques et des temps caractéristiques d’écoulements turbulents. Trans-
port de chaleur et de quantité de mouvement dans les écoulements turbulents. Traitement
statistique des équations du mouvement : les équations de Reynolds.

13-Introduction 4 la modélisation de la turbulence (chapitre XIX).

Nécessité des modeles de turbulence. Modele de turbulence basé sur la notion d’échelle de
mélange. Equation de bilan pour 1’énergie cinétique de la turbulence. Modéle de Prandtl.
Equation de bilan pour la fonction de dissipation. Modeéle (k,€). Exemples d’applications
des modéeles.
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Epaisseur d’enthalpie d’arrét, d’enthlapie
Deflexion angulaire d’un écoulement
Angle d’un choc mesuré par rapport a la
direction initiale de ’écoulement
Dimension des rugosités de paroi

Angle d’un choc oblique avec la direction initiale d’écoulement
Taux de dissipation

Taux d’étirement
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Viscosité turbulente
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Angle polaire

Epaisseur de quantité de mouvement
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Masse volumique

Surface latérale, élément de surface
Tension superficielle

Nombres de Schmidt turbulents

Tenseur des contraintes visqueuses,
composantes du tenseur des contraintes visqueuses
Tenseur des contraintes turbulentes,
composantes du tenseur des contraintes turbulentes
Contrainte pariétale

Vecteur tourbillon

Taux de rotation instantané

Potentiel des forces volumiques

Potentiel des vitesses

Fonction de dissipation visqueuse
Fonction de courant
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Ch Coefficient de pression
Cy Coefficient de frottement local
Cr Coefficient de portance
Chnrr Coefficient de moment
Cp Coefficient de trainee
Fu Nombre d’Euler
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Le Nombre de Lewis
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Sc Nombre de Schmidt
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XXv
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FORMULAIRE D’ANALYSE VECTORIELLE

1 a.(bxc)=b(cxa)=c(axb)

2 ax (bxc)=(a.c)b-(a.b)c

3 (a x b).(c xd) = (a.c)(b.d) — (a.d)(b.c)
4 VxVe=0

5 V(Vxa)=0

6 V(®yp) = ®Vy +3ypVe

7 V.®a =®V.a+a.V®

8 VXx®a=V®xa+®V xa

9 V(axb)=bVxa—-aVxb

10a V(a.b)=a.Vb+bVa+ax(Vxb)+bx(V xa)

10b V(a®)=2a.Va+2ax(V xa)

11 V x(Vxa)=V(V.a)—V?a

12 Vx(axb)=aV.b-bV.a+bVa—-aVb

13 Jy V.adV = [, andA Green-Ostrogradsky
14 [, V&dV = [, dndA

15 Jy VxadV = [,nxadA

16 [,(V xa)ndd=[,adl Stokes

17 [,nx V&dA = [, &dl

18 J @V —pV2B)AV = [, (BVY — YV ).ndA Green
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION ET PRINCIPES FONDAMENTAUX

I.1. Introduction

La mécanique des fluides est intéressante comme science fondamentale mais elle donne
aussi lieu & de nombreuses applications dans le domaine de I'ingénieur. Les problemes
rencontrés sont extrémement variés. Il importe, trés souvent, de comprendre la structure
de I’écoulement et de calculer les répartitions de variables comme la pression, la vitesse, la
température et la masse volumique dans le milieu fluide. Dans les applications technologi-
ques, le fluide s’écoule autour de corps solides et la connaissance des distributions de pres-
sion et de vitesse au voisinage des parois est particulierement utile. On cherche aussi dans
beaucoup de cas & déterminer les contraintes, les flux de chaleur, certains flux d’especes
chimiques ou des quantités intégrées comme la force et le moment hydrodynamiques qui
s’exercent sur un corps solide fixe ou en mouvement.

Dans d’autres applications propres au domaine du génie des procédés, on souhaite établir
des bilans macroscopiques de masse et d’énergie.

D’autres questions plus qualitatives font aussi I’objet d’études détaillées : stabilité de
Pécoulement, transition vers la turbulence, décollement des couches limites.

Ce premier chapitre sert d’introduction a ’étude des problémes de mécanique des fluides.
Il rassemble des éléments de nature diverse dont certains sont généralement connus. Nous
avons pourtant jugé utile de les rappeler pour faciliter la lecture de 'ouvrage. Le concept de
milieu continu est présenté dés la section 2. Ce concept permet de décrire le mouvement
d’un fluide sans faire ’analyse détaillée de la dynamique des particules discrétes qui le
composent.

La section 3 donne quelques descriptions d’écoulements typiques. On introduit, de facon
qualitative, les notions d’écoulements stationnaires ou instationnaires, incompressibles ou
compressibles, laminaires ou turbulents.

Les principes et quelques résultats de thermodynamique macroscopique sont regroupés
dans les sections 4 et 5. La section 6 contient une revue des propriétés physiques principales
qui caractérisent les fluides les plus courants.

Enfin, on trouvera a la section 7 une discussion générale des méthodes de résolution des
problémes de mécanique des fluides.
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Bibliographie

Le concept de milieu continu est présenté dans un grand nombre d’ouvrages de base, par
exemple Zukrow et Hoffman 1976, Whitaker 1968, Shapiro 1953, Bird, Stewart et Lighfoot
1960. Vincenti et Kruger 1965 donnent une belle introduction a I’étude statistique de la
dynamique des gaz.

On trouvera des exposés complets de thermodynamique macroscopique dans les livres de
Callen 1966, Kling 1980, Borel 1984. '

Le calcul des propriétés de transport dans les fluides est traité en détail par les méthodes
statistiques par Hirschfelder, Curtiss et Bird 1964. Un exposé plus succinct est donné par
Barrére et Prud’homme 1973. Des tables et des données de base sont rassemblées dans
Perry 1950, Reid, Prausnitz et Sherwood 1977, Holman 1976, Reynolds 1979, Cebeci et
Bradshaw 1984.

I.2. Le concept de milieu continu

Dans les conditions habituelles les fluides apparaissent comme continus, mais ils sont en
fait composés de particules discrétes en trés grand nombre. L’étude du mouvement des
fluides peut évidemment s’effectuer en partant des lois du mouvement pour les particu-
les élémentaires, molécules ou atomes, qui les composent, puis en utilisant des méthodes
statistiques pour déterminer la dynamique d’ensemble des particules.

Cette approche statistique est celle adoptée en théorie cinétique des fluides ou en mécanique
statistique (voir Delcroix 1963, Vincenti et Kruger 1965, Ferziger et Kaper 1972, Brun
1986).

Dans la plupart des probléemes pratiques, on s’intéresse au mouvement d’ensembles com-
posés d’un trés grand nombre de molécules et la matiere peut alors étre considérée comme
un milieu continu. Ce concept n’est utile que si les dimensions caractéristiques du
probléme considéré sont grandes par rapport a la distance moyenne qui sépare les molécules
composant le milieu. Lorsqu’il en est ainsi, on peut utiliser le concept de milieu continu
pour définir les densité, vitesse, contrainte en un point et plus généralement toutes les
variables qui caractérisent un écoulement.

1.2.1. Densité en un point d’un milieu continu

Considérons un milieu continu fluide a l'intérieur d’un volume V et soit §V un volume
élémentaire défini autour d’un point P du volume V. Désignons par ém la masse de fluide
contenue dans le volume 6§V. Le rapport p = §m/éV représente la masse spécifique
moyenne du fluide contenu dans le volume 6V. Si on diminue progressivement le volume
0V, le rapport p commence par changer, puis pour une valeur suffisamment faible de 6V,
ce rapport passe par un palier (figure 1). Dans cette situation, le fluide contenu dans le
volume 8V est pratiquement homogene et le rapport ém/éV prend une valeur constante p
qui sert de définition & la densité. Si on diminue encore le volume 8V, le rapport §m/é§V se
met & fluctuer de fagon aléatoire lorsque 6V devient inférieur & un volume 6V; de I’ordre du
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cube de quelques libres parcours moyens. Dans cette situation, le volume 6V ne contient
plus que quelques molécules et la masse correspondante fluctue fortement. Les observations

précédentes nous conduisent & définir la densité au point P par :

om (1,1)

P= v sv

A smisv
p
Figure 1. Lorsque 6V diminue
progressivement, le rapport
om/dV passe par un palier, qui
| > définit la masse spécifique locale.
0 5Vl SV

1.2.2. Vitesse en un point d’un fluide

Un raisonnement analogue au précédent peut étre fait pour définir la vitesse v(r,t) en un
point 7. Si N est le nombre de particules qui se trouve dans le volume 8V, v est la vitesse

du barycentre de ces N particules (figure 2).

z A v(r.0)
Figure 2. La vitesse au point P est
la vitesse du barycentre des N par-
ticules contenues dans 6V.
™y
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Ainsi : N
- M;Y;
v(r,t) = Limy Mi% (1,2)
N
Zi:l ml
On peut encore écrire :
o(rt)= lim oL (1,3)
= 1 _—
’ sV—8V; ém ’

ot 6P représente la quantité de mouvement des particules contenues dans le volume 6V.

1.2.3. Contrainte en un point d’un milieu fluide

Considérons un milieu fluide continu. Soit V un volume fluide de ce milieu et A la frontiere
de ce volume. Le fluide qui se trouve & l’extérieur du volume V exerce sur celui-ci des
tensions qui se transmettent & travers la surface A. Soit P un point de cette surface, 6 A
un élément de surface autour de P et m la normale en ce point tourné vers l’extérieur
(figure 3). Nous supposons que la force élémentaire qui s’exerce sur ’élément 64 est
proportionnelle a d A.

§F = t(n)6A (I,4)

oF

. 6F
t(n) - 51411—11%141 gz

Figure 3. Définition de la contrainte t(n) au point P.

Ici £(n) désigne la contrainte moyenne qui s’exerce sur ’élément de surface 6A dont
la normale est n. Lorsque A4 tend vers §A;, le rapport §F /6 A tend vers une limite finie
indépendante de la forme de I’élément § A. La valeur de cette limite constitue la contrainte
au point P.

. OF
tm =, i, (59

Notons que la contrainte ¢(n) ne s’exerce pas obligatoirement dans la direction normale. 11
est généralement commode de décomposer cette contrainte ¢ en ses composantes normale
et tangentielle (figure 4).

t =t,n +t,s (1,6)

t, =tn,etst,=t—(t.n)n (I,7)
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Figure 4. Contraintes normale et tangentielle.

1.2.4. Application du concept de milieu continu aux gaz

Le domaine d’application du concept de milieu continu peut étre facilement déterminé
dans le cas des gaz.

Dans les conditions de pression et de température normales, la distribution des vitesses
des molécules dans un gaz suit la loi de Maxwell. Dans cette situation et pour le cas de
collisions élastiques entre les molécules, le libre parcours moyen est donné par :

)= 1
V27 N d?
ot N est le nombre de molécules par unité de volume et d représente le diametre efficace

des molécules. On peut encore écrire 'expression précédente en introduisant la masse m
des molécules et la densité p du gaz (I,8) :

(1,8)

m

Le libre parcours moyen calculé & I’aide des expressions précédentes dans les conditions
standard de température et de pression (p = 1 atm,T = 298.15K) est donné au ta-
bleau 1 pour quelques gaz. Les diametres moléculaires utilisés pour ce calcul sont donnés
par Moore 1972. '

Tableau 1. Libres parcours moyens dans les conditions standard de
température et pression (STP).

Gaz Diametre moléculaire | Libre parcours moyen
d(nm) A (nm)

Hélium 0.200 209

Hydrogene 0.218 176

Azote 0.316 83

Oxygéne 0.296 95

Gaz carbonique 0.460 39
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Les valeurs de )\ sont de l'ordre de 100 nm (ol un nm = 1072 m) dans ces conditions, et
le libre parcours moyen est beaucoup plus petit que I’échelle caractéristique de la plupart
des problémes pratiques.

Considérons a présent la situation extréme d’un véhicule spatial naviguant & une altitude
de 100 km. A cette altitude, A ~ 0.3 m et le libre parcours moyen est de ’ordre de 1’échelle
caractéristique du probléme (la dimension du véhicule). L’ hypothese de milieu continu
n’est plus utilisable dans ce cas.

1.3. Types d’écoulements

Nous allons maintenant donner une description qualitative rapide de quelques types d’écou-
lements. Cette premiére présentation est trés incompléte et nous réservons les détails et les
développements analytiques pour la suite de ’exposé. Divers autres types d’écoulements
sont étudiés dans le livre de physique des fluides di & Tritton 1977. De belles visualisations
de fluides en mouvement sont rassemblées dans un album publié par Van Dyke 1982. Une
série de films de mécanique des fluides distribués par ’Encyclopedia Britannica, Chicago
Ilinois 60611 illustre de facon remarquable de nombreux phénomeénes d’écoulement. Les
expériences présentées dans ces films sont illustrées et commentées dans un ouvrage édité
par les presses du MIT (Illustrated Experiments in Fluid Mechanics, MIT Press, Cam-
bridge, Mass.).

1.3.1. Ecoulements incompressibles et compressibles

On dit qu’un fluide est incompressible si sa masse spécifique varie faiblement avec la pres-
sion ou la température. Ainsi la variation relative de masse spécifique pour l'eau est
Ap/p = 5.10~* pour une variation de température AT = 1K et Ap/p = 2.10™* pour une
variation de pression Ap = 1bar.

On peut donc souvent traiter I’eau comme un fluide incompressible et utiliser dans les
équations du mouvement une densité p = p, = constante.

Cependant, dans un certain nombre de situations, cette hypothése n’est pas justifiée et
il faut prendre en compte les trés faibles variations de densité produites par un gradient
de température ou de pression. Ainsi, dans les écoulements de convection naturelle, une
différence de température introduite aux limites du domaine produit une variation naturelle
de densité du fluide et cette variation de densité induit le mouvement. Ce type d’écoulement
appartient & l’expérience courante, il intervient par exemple lorsqu’on réchauffe de ’eau
dans un récipient. La figure 5 montre un autre cas de convection naturelle. L’écoulement
est produit par un cylindre horizontal dont la température T est supérieure a celle du fluide
ambiant. Le cylindre est entouré par une couche limite de fluide chaud et un panache se
développe verticalement au-dessus du cylindre. Le panache intialement laminaire présente
une instabilité et 1’écoulement devient turbulent & partir d’une certaine distance. La
figure 6 correspond & une autre configuration de convection naturelle. Il s’agit cette fois
d’une plaque verticale dont la température est supérieure a celle du milieu ambiant.
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Panache turbulent

\e Figure 5.

Instabilité Schématisation d'une strioscopie
d'écoulement autour d’ un cylindre porté
@ une température supérieure a celle du
fluide ambiant.

Colonne laminaire

Couche limite

Cylindre

Une autre situation dans laquelle on ne peut négliger la compressibilité de I’eau est celle de
la propagation d’ondes de choc hydrauliques (“coups de bélier”). Ce phénomene apparait
lorsque P’on ferme rapidement une vanne sur une ligne d’eau. La perturbation produite
par la fermeture de la vanne se propage a une vitesse qui dépend du coefficient de com-
pressibilité de I’eau et des coefficients d’élasticité de la tuyauterie; le phénomene ne peut
étre décrit par les équations utilisées pour les écoulements incompressibles.

Plaque chauffée verticale

Figure 6.

Schématisation d'une ombroscopie
montrant la convection libre autour
d'une plaque chauffée verticale.

Frontiére de la couche limite

([//////////////////f“l
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Considérons & présent le cas des gaz. Trés généralement, les gaz sont traités comme des
fluides compressibles. Cependant nous verrons qu’aux faibles vitesses d’écoulement (aux
nombres de Mach petits devant un M << 1; la définition du nombre de Mach est donnée
dans I’encadré 1), les variations de densité sont faibles et de I'ordre de grandeur du carré
du nombre de Mach. A
=P M2, M<<1

p
Dans ces conditions, on peut traiter ’écoulement a I’aide des équations qui régissent les
écoulements incompressibles.

En définitive, la distinction incompressible /compressible se rapporte plutot au
type d’écoulement considéré qu’au fluide lui-méme.

Encadré 1. Le nombre de Mach.

Le nombre de Mach est défini comme le rapport de la vitesse du fluide v a la vitesse locale
des perturbations acoustiques c.

M=12
C

La vitesse acoustique ¢ est donnée par ’expression :

Dans le cas d’'un gaz parfait, p = pYe®/° et on obtient facilement ¢*> = yp/p ou encore
c? =4rT.
Le nombre de Mach pour un gaz parfait a donc pour expression :

M =v/(yrT)'/?

La signification physique du nombre de Mach peut étre percue en portant ’expression
précédente au carré :

M? = o?/(yrT)

Le numérateur v? est proportionnel & I’énergie cinétique par unité de masse. Le dénomina-
teur 47T est proportionnel a ’énergie thermique (1’énergie interne) associée au mouvement
aléatoire des molécules composant le gaz.

Ainsi pour un gaz :
énergie cinétique du gaz
~v

M2

énergie interne du gaz
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1.3.2. Ecoulements laminaires et écoulements turbulents

On dit qu’un écoulement est laminaire lorsque le mouvement des particules fluides se fait
de facon réguliére et ordonnée. L’écoulement est turbulent lorsque le déplacement est
irrégulier et que des fluctuations aléatoires de vitesse se superposent au mouvement moyen
du fluide. Les deux types d’écoulements peuvent étre observés par exemple dans le cas
d’un filet d’eau s’échappant d’un simple robinet. Lorsque la vitesse est faible, ’écoulement
est régulier et laminaire. Au contraire, pour des débits importants et a vitesse plus élevée,
on constate que les filets d’eau oscillent autour d’une position moyenne et 1’écoulement
prend un aspect irrégulier et turbulent.

Une autre situation bien connue est celle de ’écoulement de convection naturelle autour
d’une cigarette allumée. La fumée dégagée permet de visualiser le panache formé par les
gaz chauds issus de la cigarette. Les filets de fumée sont d’abord laminaires, puis une
instabilité apparait et précede la transition vers la turbulence (figure 7). L’écoulement
devient finalement irrégulier et désorganisé.

Figure 7. Convection naturelle
au voisinage d'une cigarette. Les
Lo particules de fumée permettent
Ecoulement laminaire la visualisation du panache
laminaire puis turbulent issu de
la zone incandescente.

Cigarette

Pour mieux définir les conditions dans lesquelles la turbulence apparait, nous allons main-
tenant décrire quelques expériences classiques. Les deux géométries envisagées sont celles
d’un conduit cylindrique et d’un obstacle cylindrique placé dans un écoulement initialement
uniforme.

Ecoulement dans un conduit cylindrique

L’une des premiéres analyses de la transition vers la turbulence est basée sur des observa-
tions d’écoulements en conduit cylindrique effectuées par Reynolds 1983.

Le montage expérimental comporte un réservoir de liquide sous pression débouchant sur
un conduit cylindrique allongé. Un tube mince permet l'injection de colorant (figure 8).
Lorsque 1’écoulement est laminaire, le filet de colorant reste mince, régulier et parallele a la
paroi du cylindre (figure 9). En écoulement turbulent, le colorant est rapidement dispersé
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(figure 10). Dans cette situation, une mesure de la composante de vitesse axiale (par fil
chaud ou vélocimétrie laser) montre que celle-ci fluctue de facon aléatoire dans l'espace et
le temps (figure 11).

Figure 8. Appareil permettant l'étude dela
transition vers la turbulence de I’ écoulement
dans un conduit cylindrique.

Vs

(W

Figure 10. Ecoulement turbulent dans le conduit cylindrique.

Figure 9. Ecoulement laminaire dans le conduit cylindrique.

A u(x,t)

A A WAIBA I A

(0] t}

Figure 11. Fluctuations de la composante axiale de la vitesse
en un point du conduit lorsque I’ écoulement est turbulent.
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L’expérience qui vient d’étre décrite fait intervenir quatre parametres principaux :

p la densité du fluide (M L), 7 la vitesse moyenne (LT '), d le diamétre du tube (L), p
la viscosité du fluide (M L™!T~1).
Les quatre parameétres précédents s’expriment tous en fonction des trois dimensions fon-
damentales M, L et T et on peut former un seul nombre sans dimension a ’aide de ces
variables : =4

T

Re =22
7

Cette expression définit le nombre de Reynolds. Ce nombre permet de corréler les ob-
servations expérimentales effectuées sur ’écoulement en conduit cylindrique. On constate
généralement que la transition vers la turbulence s’effectue lorsque Re ~ 2100 a 2500.
Pour Re < 2000, I’écoulement reste laminaire et une perturbation localisée introduite dans
I’écoulement est progressivement dissipée.

Dans un intervalle de Re de 2000 a 3000, des “paquets” turbulents sont convectés dans
le conduit de facon intermittente. Ces paquets sont séparés par des poches laminaires et
la vitesse axiale prend l’allure de la figure 12.

A v
Figure 12. La vitesse axiale en un

point d'un écoulement en conduit
— cylindrique pour un nombre de
Reynolds Re=2800. Des paquets
t

turbulents sont convectés dans le
conduit. Ces paquets sont séparés
- par des poches laminaires.

0

Aux nombres de Reynolds plus élevés, ’écoulement devient turbulent dans son ensemble. Si
’on prend des précautions particuliéres (dégazage du liquide en écoulement, amélioration
géométrique de ’entrée du canal), on peut maintenir un écoulement laminaire jusqu’a
Re ~ 10000.

Ecoulement autour d’un cylindre

Un trés grand nombre de phénomeénes importants apparaissent dans l’observation de
I’écoulement autour d’un cylindre. (On trouvera une description plus détaillée de cet
écoulement dans Tritton 1977). Le type d’écoulement observé est la encore déterminé par
la valeur du nombre de Reynolds.

Les expériences effectuées sur cette configuration couvrent une gamme de Reynolds s’éten-
dant de 107! 4 107. En pratique, pour obtenir un nombre de Reynolds de 0.1 dans air, il
faudrait utiliser un cylindre de 10 u plongé dans un écoulement de vitesse 0.15m/s. Pour
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cette valeur tres faible de Re, il est plus commode d’utiliser de la glycérine s’écoulant a
20mm /s autour d’un cylindre de 5mm de diametre. Pour obtenir Re = 105 dans Dair, il
faut un diametre de 0.15 m et une vitesse de 10 m/s. Les conditions d’expérimentation per-
mettant de couvrir 'intervalle de nombre de Reynolds considéré sont donc nécessairement
tres variées.

A

(a)
Figure 13. Structure de I'écoule-

ment autour d'un cylindre pour des
nombres de Reynolds faibles. Aux

A trés faibles valeurs de Re, l'écoule-
O ment est symétrique. Des zones de
recirculation apparaissent lorsque

Re est de l'ordre de 10.

‘(b) Re=10

(>
(-

Re=40

(c)

Aux nombres de Reynolds trés faibles Re << 1, I’écoulement est laminaire et essen-
tiellement déterminé par les forces visqueuses. Les lignes de courant sont symétriques par
rapport & ’axe Oy et la présence du cylindre influence I’écoulement sur plusieurs diametres
a partir de l'origine. L’écoulement est représenté sur la figure 13a.

Au?c nombres de Reynolds de 10 & 40, deux zones de recirculation apparaissent derriere le
cyhndr'e. Dans ces deux régions, ’écoulement change de sens. La symétrie par rapport a
O’y a disparu, mais la symétrie par rapport & Oz subsiste. Les deux zones de recirculation
s’allongent lorsque le nombre de Reynolds augmente (figures 13b et 13c).
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Pour des nombres de Reynolds supérieurs & 40, 1’écoulement devient instationnaire.
L’instationnarité apparait méme si ’on maintient toutes les conditions amont station-
naires. Une instabilité se développe dans le sillage du cylindre (figure 14). Aux nombres
de Reynolds de I’ordre de 40, on observe une oscillation quasi-sinusoidale du sillage avec
une lente augmentation de 'amplitude avec la distance. Pour Re ~ 40, l'oscillation devient
plus intense et son amplitude augmente rapidement.

Aux nombres de Reynolds compris entre 50 et 100, le sillage donne naissance a deux rangées
de tourbillons de part et d’autre de ’axe Oz. Les tourbillons sont alternés et les deux
rangées de tourbillons tournent dans des directions opposées. Ce type d’écoulement a été
analysé pour la premiére fois par Von Karman et les tourbillons sont appelés tourbillons
de Karmén (figure 15). On parle aussi “d’allées tourbillonnaires”de Von Kérman.

(S —  Re=30

O>———~———"""——"-—"""N Re=40 Figure 14. Structure du sillage

formé derriére un cylindre Le
nombre de Reynolds varie entre

M\/\/\Re#ﬂ 40 et 100.

Re=70

O s “© KO @ Re=100

Figure 15. Allée de tourbillons de
Karman dans le sillage d'un cylindre
mis en translation uniforme dans un
fluide. Le nombre de Reynolds est ici
égal a 200. Les lignes de courant
sont représentés sur cette figure a un
instant du temps.

L’observation expérimentale de la vitesse dans le sillage du cylindre montre que les fluc-
tuations du signal sont quasi-sinusoidales a petite distance du cylindre et deviennent plus
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aléatoires aux distances plus grandes (figure 16). La fréquence fondamentale f du pas-
sage des tourbillons est facilement déterminée a ’aide d’une analyse spectrale du signal.
Pour corréler les phénoménes qui viennent d’étre décrits, il est commode d’introduire un

nouveau parameétre sans dimension.

t
\U/\U[\UAUA\/A\JA\/A\/A\/A\/AU > (4 F igure 16. Fluctuations de la vitesse
axiale en un point du sillage d'un
cylindre placé dans un écoulement

t b uniforme. (a) Re=80, x/d=6; (b)
(D) Re=180, x/d=6; (c) Re=300, x/d=30.

.
(c)

_fd

Vo

St

Cette expression définit le nombre de Strouhal. Ce nombre sans dimensions joue un
role important dans l’analyse des écoulements instationnaires. La valeur de St évolue
faiblement avec Re. Elle est typiquement de ’ordre de 0.14, pour Re = 60 et de 0.20 pour
200 < Re < 10* (voir par exemple Blake 1986).

Aux nombres de Reynolds supérieurs a 200, les rangées de tourbillons existent sur une dis-
tance finie, et un sillage turbulent remplace progressivement la structure ordonnée initiale.

La transition vers la turbulence n’empéche pas le processus de lichage périodique de tour-
billons alternés et ce phénomene est encore observé a des nombres de Reynolds de l'ordre
de 107. La régularité du mécanisme de formation des tourbillons n’est pas constante sur
tout ’intervalle de nombres de Reynolds et on observe par exemple une perte de périodicité
dans lintervalle 3.10° < Re < 3.10°.

Pour Re = 3.105, un phénoméne nouveau apparait. Le comportement du sillage est
déterminé par les caractéristiques de la couche limite pariétale. La couche limite est
la région de ’écoulement située a proximité de la paroi du cylindre. Dans cette région,
le profil de vitesse varie rapidement et ’écoulement dans cette zone est essentiellement
déterminé par la compétition des forces d’inertie et de viscosité. A ’extérieur de la couche
limite, les forces visqueuses peuvent étre négligées et 1’écoulement ne dépend plus du nom-
bre de Reynolds. Si Re < 3.10%, la couche limite formée sur le cylindre reste laminaire
dans son ensemble. Dans cette situation, I’écoulement décolle du cylindre au voisinage de
6 ~ 110° (figure 17). En ce point la direction de I’écoulement au voisinage de la paroi
s’inverse (figure 18) et les particules fluides provenant de ’amont et passant au voisinage
de la paroi s’éloignent de celle-ci.
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Lorsque Re > 3.10°, la couche limite formée & la paroi du cylindre devient turbulente et le
point de décollement se déplace vers ’aval (figurel9). Dans cette situation, I’écoulement qui
pénetre dans le sillage formé derriére le cylindre est déja turbulent, et il n’y a plus de tran-
sition laminaire-turbulent dans ce sillage. On voit ici que les mécanismes qui déterminent
la structure de la couche limite influencent aussi notablement I’écoulement dans le sillage.

Ry\

Figure 17. Le nogzbre de Reynolds est
inférieur a 3. 10 - . La couche limite
reste laminaire et le décollement
intervient au voisinage de 6=110°.

a— Couche limite
Figure 18. (a) ) Figure 18. (b)
La couche limite est formée a Au point de décollement la direction
proximité de la paroi du cylindre. de l'écoulement s'inverse.

Figure 19. Le nombre de Reynolds dépasse
3.103. La couche limite devient turbulente
et le point de décollement se déplace vers
l'aval.
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1.3.3. Ecoulements stationnaires et instationnaires

On dit qu’un écoulement est stationnaire si toutes les variables décrivant le mouvement
sont indépendantes du temps. Ainsi la pression p, la vitesse v, la densité p, I’énergie e
d’un écoulement stationnaire sont des quantités indépendantes du temps. Un écoulement
est dit instationnaire si les variables décrivant le mouvement dépendent du temps. Tous les
phénomeénes de propagation d’onde dans les fluides appartiennent a cette catégorie (figure
20), les écoulements atmosphériques sont aussi essentiellement instationnaires.

(a)
Ondes a la surface d'un liquide

Ondes sonores

Tuyére

(b)

Rayonnement d'ondes sonores
a partir d'un jet libre turbulent

Jet turbulent

_/

Figure 20. Deux exemples de propagation d'onde dans les fluides. Ces deux
écoulements sont instationnaires.

Les écoulements turbulents sont aussi par nature instationnaires, cependant on dit qu'un
écoulement turbulent est stationnaire si les variables moyennes sont indépendantes du
temps et si les corrélations d’ordre deux constituées a partir de ces variables sont invariantes
par translation.
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1.3.4. Ecoulements unidimensionnels

On dit qu’un écoulement est unidimensionnel si dans chaque section de I’écoulement, toutes
les variables sont des constantes. En d’autres termes, dans un écoulement unidimensionnel,
toutes les variables dépendent d’une coordonnée d’espace unique (figure 21).

Section 2

Section 1

Figure 21. Dans un systéme unidimensionnel toutes les
variables de I'écoulement ne dépendent que d'une seule
coordonnée d'espace.

Un grand nombre d’écoulements dans des systémes pratiques peuvent étre considérés
comme unidimensionnels. Le concept d’écoulement unidimensionnel apporte une simplifi-
cation considérable & I’analyse et cette notion est par conséquent trés utile.

Dans certains cas, I’écoulement ne peut étre considéré comme unidimensionnel dans tout
le systéme mais seulement en entrée et sortie (figure 22). Cette propriété plus restrictive
est cependant tres utile lorsque 1’on souhaite établir uniquement des bilans globaux.

S
(==

Figure 22. Beaucoup de systemes
d'intérét technologique sont
unidimensionnels en entrée et sortie.

i
|
|
!
|
|
v

~
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I.4. Quelques principes et résultats de la thermodynamique

I.4.1. Systémes thermodynamiques

Un systéme thermodynamique est un systéme matériel séparé de I'environnement par
une frontiére. La frontiére doit étre une surface fermée, mais elle peut laisser pénétrer de
la matiére, de la chaleur ou du travail.

1.4.2. Variables d’état

Si on considére un systéme thermodynamique isolé, ce systéme tend vers un état d’équili-
bre aprés un temps suffisamment long. Les variables qui ne dépendent que de I’état atteint
par le systéme a ’équilibre sont appelées variables d’état. La pression p et le volume V' du
systéme sont des variables d’état. Une description compléte de I’état du systéme nécessite
I'introduction d’une variable d’état nouvelle, la température T. Pour un grand nombre de
systemes, 1’état peut étre représenté par une relation de la forme :

p= p(V, T)

On fait trés souvent la distinction entre les variables d’état extensives et intensives.
Une variable est dite extensive si elle dépend de la masse du systeme considéré. Le
volume, la masse ou ’énergie interne d’un systéme sont des variables extensives. Les
variables d’état qui sont indépendantes de la masse sont intersives. Ainsi par exemple,
la pression ou la température sont des variables intensives. L’énergie interne rapportée
a l'unité de masse, I’entropie par unité de masse ou le volume spécifique sont aussi des
variables intensives.

[.4.3. Premier principe de la thermodynamique

Soit un systéme matériel limité par une surface fermée A au travers de laquelle ne s’effec-
tuent que des échanges de travail et de chaleur (figure 23). Si W et @ désignent le travail
et la chaleur regus par le systéme dans une transformation qui 'ameéne de 1’état 1 a 1'état
2, on peut écrire : |

(W+Q)1—2 =En — En (I,10)
ou E,; désigne ’énergie totale du systéme.

Dans un trés grand nombre de situations, 1’énergie totale est la somme de trois types
d’énergie : ’énergie interne E, 1’énergie cinétique E;, et I’énergie potentielle E,,;.

Et =FE+ Ecin + Epot (I’ 11)
et I’expression (1,10) s’écrit dans ce cas :

(W + Q)l—»Z = E2 - El + (Ecin)2 - (Ecin)l + (Epot)Z - (Epot)l (Ia 12)
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Etat 1 Ftat 2

E; ,(Ecin); ,(Epot)] E, ,(Ecin)y ,(Epot);

Figure 23. Systéme matériel fermé.

L’énergie interne E est une fonction qui ne dépend que de I’état du systéme et on dit
que E est une fonction d’état.

L’énergie potentielle E,,; peut étre associée a des forces diverses : forces de pesanteur,
forces électrostatiques, forces électromagnétiques. E,,; peut aussi représenter un potentiel
chimique.

Le travail W est celui des forces autres que celles qui dérivent d’un potentiel.

On peut encore écrire I’expression (I,12) pour une unité de masse du systeme :

(w4 q)1—2 = €2 — €1 + (€cin)2 — (€cin)1 + (€pot)2 — (€pot)1

Pour une transformation élémentaire et en supposant que I’énergie potentielle est celle de
la pesanteur, on peut écrire :

2
Sw + 6q = de + d% +gdz (I,13)

Tl est tres souvent utile d’écrire le premier principe pour un systéme ouvert en régime
permanent (figure 24). On considére dans ce cas une surface fermée ¥ comportant une
section d’admission et une section d’échappement. On suppose en outre que toutes les
variables décrivant 1’écoulement et ’état thermodynamique sont constantes sur toute la
section d’entrée et sur toute la section de sortie (le systéme est unidimensionnel en entrée
et en sortie). Dans ces conditions, on peut écrire :

(W' 4+ Q)1—2 = Hy — Hi + (Ecin)2 — (Ecin)1 + (Epot)2 — (Epot)1 (I,14)
Hy, (E cin)2 ,(Epot) 2

HI ,(Ecin)] ,(Epot)]

Wl

Figure 24. Systéme ouvert.
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Ici E.in et Epot représentent les énergies cinétique et potentielle, H est une nouvelle fonction
d’état, enthalpie, et W' désigne le travail autre que celui des forces de pression en entrée
et sortie du systéme et des forces qui dérivent d’un potentiel.

Par unité de masse passant dans le systéme considéré, on peut écrire :

(wl + Q)l—»Z = h'Z - hl + (ecin)Z - (ecin)l + (epot')Z - (6pot)1 (Ia 15)

Pour une transformation élémentaire, I’expression précédente devient :
02
6w'+5q=dh+d5+gdz (I,16)

L’énergie interne E et I’enthalpie sont reliées par : H = E + pV ou V désigne le volume
du systéme. Par unité de masse, cette relation devient : h = e+ p/p.

1.4.4. Second principe de la thermodynamique

Le second principe de la thermodynamique peut s’énoncer en deux parties :

(1) 11 existe une fonction d’état appelée entropie S

(2) Dans une transformation élémentaire, la variation d’entropie s’exprime comme une
somme de deux termes :

dS = 6.5 + 6:S (I,17)

ou 6.5 représente la variation d’entropie résultant des apports extérieurs et 6;S est ’en-
tropie produite & l'intérieur du systéme.
Dans toutes les transformations réelles, on a 6;5 > 0. Lorsque 6;S = 0, on dit que la
transformation est réversible. L’expression du deuxiéme principe se met sous une forme
simple dans le cas d’un systéme fermé. Dans cette situation :

6Q

6.5 = = (I,18)

et on peut donc écrire :
' 6Q =TdS - TS (I,19)
On désigne le second terme de cette expression sous le nom de “travail non compensé”,
of =T6;S.

Avec cette définition :

§Q = TdS —6f,  §f>0 (I,20)

La relation précédente, due & Jouguet, exprime de fagon élégante le second principe pour
un systéme matériel fermé.
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1.4.5. Equations d’état, énergie et enthalpie libres
A T’aide des deux premiers principes on peut montrer que :
. .
de = Tds — pd— (I1,21)
)
et on peut immédiatement déduire de la définition de l’enthélpie h:

dh =Tds + %dp (1,22)

Les deux expressions précédentes ne font intervenir que des variables d’état et on peut
’ .
écrire :

Oe Oe Oh, 1  Oh
T=(5)m 7 = (g0 08 T=(50m7=(5) (,23)

Les expressions de ’énergie interne e en fonction des variables s et p ou de I'enthalpie
h en fonction des variables s et p sont appelées équations d’état canoniques. Si l'on
connait e = (s, p) ou h = h(s,p), on peut directement déduire une relation entre p, p et T
(Péquation d’état thermique) et une relation entre e,T" et p ou entre h, T et p (I’équation
d’état calorifique).

A titre d’exemple, considérons le cas d'un gaz parfait. Pour un tel gaz, on peut écrire
I’énergie interne e sous la forme :

e=c¢e(s,p)= cr—vp"'le’/c" (I,24)

ouc,=r/(y—1)
Dans cette situation, les expressions (I, 23) donnent :

1 1 s/e, €
T==p les/ == (I,25)
et
% _( —rl)cu pr-2es e (I,26)
soit encore : ‘
2:(7—1)6 (I’27)
p
On déduit alors facilement :
P- (y =D, T =rT (équation d’état thermique) (I,28)
et g
e=c,T (équation d’état calorifique) (1,29)

Deux autres fonctions d’état apparaissent naturellement, en particulier dans 1’étude de
systémes chimiques. Ces fonctions sont ’énergie libre F' et ’enthalpie libre G (ou fonction

de Gibbs).



22 Mécanique des Fluides

Ces fonctions sont définies par :
F=e-Ts (1,30)

G=h-Ts (I,31)

En combinant (I,30) et (I,21), on obtient facilement :

dF = de — sdT — Tds = —sdT — bd-j; (I,32)
et de facon analogue :
dG = —sdT + %dp (1,33)
Les formes canoniques pour F' et G sont respectivement :
F = F(T,p) (1,34)
G = G(T,p) (I,35)

Pour un gaz parfait, on peut montrer que l’enthalpie libre par unité de masse a pour
expression :

Gz/cpdT—T/cpdTT+rTlnp+ho——Tso (I,36)

ou G, = h, — T's, est une enthalpie libre de référence.

Tableau 2. Premier principe (systéme fermé).

Pour ’ensemble du systéme :
W+ Q)1—2=E; — E1 + (Ecin)2 — (Ecin)1 + (Epot)2 — (Epot)1
Par unité de masse :
(w+q)1—2 = e2 —e1 + (ecin)2 — (€cin)1 + (€pot)2 — (€pot)1

Pour une évolution élémentaire, w,,¢ associé a la pesanteur :

2
5w+6q=de+d%+gdz
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Tableau 3. Premier principe (systéme ouvert en régime permanent).

Pour une masse m :
(W' +Q)1—2 = Hy — Hi + (Ecin)2 — (Ecin)1 + (Epot)2 — (Epot)1
Par unité de masse :
(w' + q)1—2 = h2 — h1 + (ecin)2 — (€cin)1 + (€pot)2 — (€pot)1

Pour une évolution élémentaire :

2
5w'+6q=dh+d%+gdz

Relation entre h et e : h =e+ p/p

Tableau 4. Propriétés thermodynamiques des gaz parfaits.

Equation d’état : p=prT

Energie interne : e=-¢e,+ f%: cpdT

Enthalpie : h=ho+ [ cpdT

Entropie : $=S5,+ f;: cp% - rln(-’%)»= So + f;,; cv# + rln(”—;)

I.5. Propriétés thermodynamiques des gaz parfaits

Nous rappelons ici les principales propriétés thermodynamiques des gaz parfaits.

[.5.1. Equation d’état
Un gaz parfait est un gaz idéal dont I’équation d’état a pour forme :

p=prT

(1,37)

Dans cette expression p, p et T représentent les pression, masse spécifique et température
absolue et r est la constante du gaz considéré. La constante r peut étre exprimée a l'aide
de la constante universelle des gaz parfaits R et de la masse molaire M du gaz étudié :

r=R/M

(I,38)
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La constante R a pour valeur : R = 8314.3 J/kmol — K.
Pour obtenir r en J/kg — K, il faut exprimer M en kg/kmol.

8314.3 .
58964 — 287.06 J/kg — K.
Les constantes r de quelques autres gaz sont données au tableau 5. L’expression (1,37)
peut encore s’écrire en fonction du volume V occupé par le gaz et du nombre N de kmol
dans ce volume. On peut en effet écrire : p = m/Vetr = R/M et en substituant dans

Pexpression (1,37), on obtient :

Ainsi pour lair,

M = 28.964 kg/kmol et la constante r a pour valeur r =

T (1,38)

g =l

_m
P=v
soit :

pV =nRT (I,39)

olt V est le volume occupé par le gaz, n représente le nombre de kmol dans le volume et
R est exprimé en J/kmol — K.
L’expression (I,37) est la plus pratique et c’est elle que nous utiliserons dans ’analyse

des écoulements compressibles. L’expression (I,39) est surtout utilisée par les physico-
chimistes.

Tableau 5. Constantes thermodynamiques de quelques gaz.

~, Rapport ¢p, chaleur

Symbole| Masse| des chaleurs |Constante| spécifique

Gaz chimique| molaire| spécifiques a a298.15 K

M |la température | r = R/M

kg/kmol| de 208.15K |J/kg—K| J/kg— K
Air 28.96 1.400 287.06 1004.00
Argon Ar 39.94 1.658 208.15 524.61
Oxyde de Carbone| CO 28.01 1.398 296.83 1042.50
Gaz carbonique CO, 44.01 1.288 188.92 845.73
Hélium He 4.00 1.659 2078.20 | 5233.50
Hydrogene H, 2.01 1.405 4124.20 | 14315.00
Méthane CH, 16.04 1.304 518.25 2223.20
Azote N, 28.01 1.400 296.80 1038.30
Oxygene O, 32.00 1.395 259.82 916.90
Eau H,0 18.01 1.329 461.50 1863.10

1.5.2. Energie interne d’un gaz parfait

On peut facilement montrer, en utilisant par exemple les relations de Clapeyron, que
’énergie interne d’un gaz parfait ne dépend que de la température.
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On a en général :

de = 6q + bw = ¢, dT + (I — p)d% (1,40)
avec :
9p
Pour un gaz parfait : )
I=T(pr)=p (1,42)
et :
de = ¢, dT (1,43)

11 nous reste & montrer que la chaleur massique ¢, ne dépend pas de p.

On peut utiliser pour cette démonstration la relation :

dcy . 0%
a1/p) T(aTz)P (I,44)
On obtient facilement :
___ac., =0 soit Ocy =0
o(1/p) Op

Pour un gaz parfait, ¢, ne peut étre fonction que de la température ¢, = c,(T') et I’énergie
interne prend la forme

T
e=eo+/ c,dT (I,45)

ou e, désigne ’énergie interne a la température de référence T,.

Si la chaleur massique c, est indépendante de la température, on dit que le gaz est
caloriquement parfait. Dans cette situation :

e=¢eo+ co(T - T,) (I,46)

1.5.3. Enthalpie d’un gaz parfait

Pour obtenir I’expression de I’enthalpie h, on peut partir de la définition h = e + p/p.
Pour un gaz parfait, on peut écrire :

T

h=e+rT=eo+rT+/ c,dT (I,47)
T,
ou encore :
T
h=h,+ (cy +r)dT (I,48)
T,

L’enthalpie ne dépend que de la température. L’expression (I1,48) fait apparaitre la chaleur
massique a pression constante :

Cp=Cy+T (I1,49)
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1.5.4. Chaleurs spécifiques des gaz parfaits

Il est souvent commode d’exprimer les chaleurs massiques & pression et volume constants
en fonction de r et du rapport v = ¢,/c,. On a d’aprés (1,49) : ¢, —c, =7 et v = cp/co.
On tire facilement de ces deux relations :

ar r

(1,50)

1.5.5. Entropie d’un gaz parfait

Pour obtenir I’expression de ’entropie d’un gaz parfait, on peut partir des relations de
Clapeyron ou encore des expressions canoniques;

de = Tds — pdl
)

dh = Tds + >dp
P

Pour un gaz parfait, de = ¢, dT et dh = c,dT et on tire des expressions précédentes :

_ . dT p 1 4T dp
ds —Cv—j.'—-!-Td; —CvT—T—p— (I,51)
ot dr 1 ir  d
. P
=c¢cp— — —dp=cp— — 71—
ds =c, T~ 0T pP=cpor =T » (I,52)
L’intégration de (1,51) et (I,52) conduit a :
' dT
s=/cv?—-rlnp+ const. (1,53)
et : JIT
s=/cpT—rlnp+ const. (I,54)

Il est souvent commode d’exprimer l'entropie en fonction de p et p. Pour cela, on peut
prendre la différentielle logarithmique de I’équation d’état :

puis substituer cette relation dans (I,51) par exemple. On obtient ainsi .

d d
ds=c,,—p— c +r)—p (I1,55)
p P



Chapitre I : Introduction et principes fondamentaux

27

soilt :

Si la chaleur massique c, est constante, I’expression précédente peut s’intégrer :

s = ¢y In(p/p”) + const.

Cette relation peut encore se mettre sous la forme :
p=Cpre’/*

ou C est une constante.
L’évolution isentropique d’un gaz parfait s’effectue donc a p/p”? = constante.

1.5.6. Mélanges de gaz parfaits

(1,56)

(I,57)

(1,58)

Considérons & présent un mélange de N gaz parfaits. Chaque gaz est repéré par l'indice 1
et il est caractérisé par sa masse molaire M; et sa constante r;. Le mélange se trouve dans

un volume V sous la pression p et la température T'.

Désignons par m; la masse du gaz ¢ contenue dans le volume V' et par n; le nombre de

moles du gaz ¢ dans ce méme volume. La masse totale contenue dans V est :

N
m = m;

et le nombre total de moles a pour expression :

N
n=Zn,~

=1

On définit la masse volumique du gaz ¢ par :

m;
pPi = V

et la concentration molaire de ce gaz par :
ny
“=y

La masse volumique du mélange se déduit facilement de ’expression (I,59) :

(1,59)

(I,60)

(1,61)

(1,62)

(1,63)
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et la concentration molaire globale c est donnée par :
n N
= .

Dans I’analyse des écoulements réactifs, la variable la plus utile et celle qui apparait le plus
naturellement est la fraction massique Y; du gaz ou de I’espece ¢ :

v, =& (I,65)
P

On fait aussi intervenir les fractions molaires :

x,=2_-Z (I,66)
n C

La pression partielle p; de I’espece i est la pression qu’aurait cette espece si elle occupait
seule le volume V. Si ’espéce ¢ est un gaz parfait, la pression partielle est donnée par :

pi = piriT . (1,67)

La loi de Dalton indique que la pression du mélange de N gaz parfaits est donnée par
la somme de toutes les pressions partielles des gaz qui composent le mélange :

N
=1 .
On peut écrire dans ces conditions :
N N
p= Z piriT = Z V'r,-T ' (1,69)
=1 =1

Pour faire apparaitre la masse spécifique globale p = m/V, multiplions le numérateur et
le dénominateur par m :

N
m m;
— . 1,70
p VT; mrl ( )
soit :
N o
p= pTZY,'r,' , (I,71)
i=1

On peut donc écrire une équation d’état pour le mélange sous la forme :
p=prT : (I,72)
ou :

N N R‘
r=> Yri=) Yior (1,73)
i=1

-

=1
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La constante du mélange est ainsi donnée par :

N
-y
By 1L

Ainsi la masse molaire du mélange peut étre définie par :
1

N v
Zi:l _]}\;%

Une autre notion utilisée dans la description de mélanges de gaz est celle de volume
partiel. Le volume partiel V; du gaz 7 est le volume que ce gaz occuperait s’il était sous
la pression p et & la température T :

M= (I,74)

Ainsi : _
pV; = m;r;T = n;RT (1,75)
Comme d’autre part : .
pV =nRT (1,76)
la combinaison de ces deux expressions conduit a :
Vi n;
On a aussi : _
piV = n;RT : (I,78)
et on peut donc déduire de (1,75) et (I,78) :
pi _ Vi
p V

En définitive les fractions molaires et volumiques sont identiques et elles sont égales au
rapport entre les pressions partielle et totale.

1.5.7. Energie interne et enthalpie d’'un mélange de gaz parfaits

L’énergie interne du mélange de gaz est la somme des énergies internes de chacun des gaz.
Pour une unité de masse :

N N T
e = Z e;Y; = Z Y}[e;o + /};1 cm‘dT] (I, 79)
i=1 i=1 o

soit :

N T N
e=3 Yieio+ / (3 YiewldT (1,80)

i=1 To =1
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On peut donc définir la chaleur massique & volume constant du mélange par :
N
co =) Yicu: (I,81)
=1

De la méme maniére :

h= ZY[hw—f- / cpidT] (I,82)
=1
et :

N
Cp = Z Y'icpi (I, 83)
=1

1.5.8. Entropie d’un mélange de gaz parfaits

Pour calculer ’entropie d’un mélange de gaz, on peut procéder en deux étapes.

L’état initial de chaque espéce étant p,, T,, on amene chacune des especes a la pression p
et & la température 7. La variation d’entropie par unité de masse de ’espece i est pour

cette transformation : r
aTr
As; = / Cpim — r,~ln£
T, T Do

Pour la masse m = Z _; m; de gaz, la variation d’entropie correspondant a cette premiere
transformation est :

.___r P
ASy = Zm,[ / Cpi ,lnpo] (I,84)

La deuxiéme transformation consiste & amener chaque espéce de la pression p a la pression
partielle p;. La variation d’entropie correspondant a cette opération est associée au mélange
des especes. Pour ’espéce 1, la variation d’entropie par unité de masse est :

As; = —r;In 2 (I,85)
p
La variation d’entropie pour le mélange de toutes les especes est :
N i
ASmer=—»_ miriln > (,86)
i=1

et la variation d’entropie pour la masse totale m est la somme des expressions (1,84) et

(1,86) :
AS = AS; + ASmer

N T
dT Di
= E m; Cpi— — r;ln — 1,87
s [Lo P T po] ( )
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On en déduit, par unité de masse du mélange :

N T ) ‘
s—AS—ZlY/ cpicgr = Yirsln 2] (1,88)
soit encore :
T N
aT i
As=/ cp——ZYr,lnp : (1,89)

ol ¢, représente la chaleur massique du mélange.

Exemple : L’air traité comme un mélange de gaz parfaits

La composition de Dair sec est donnée en volume dans la table 6. Pour simplifier les calculs,
on a retenu les trois gaz les plus importants N3, O, et Ar et leurs fractions volumiques ont
été ajustées pour que ’on puisse négliger les autres espeéces. Les calculs seront effectués
en supposant que l’air est un mélange de gaz parfaits et on se placera dans les conditions
standard T = 298.15 K et p = 1.013.10° Pa. Déterminer successivement (1) les pressions
partielles de chaque gaz, (2) les masses volumiques, (3) les fractions massiques, (4) la
constante r du mélange, (5) la masse molaire du mélange, (6) les chaleurs massiques c, et
Co-

Solution

(1) Le tableau 6 donne la composition volumique de I’air, c’est-a-dire les fractions volu-
miques V;/V. Les pressions partielles sont facilement obtenues a partir de

pi =p(Vi/V).

Tableau 6. Propriétés des trois composants principaux de lair.

Masse |Pourcentage| -~ p Co T = -R'/M ;
Espéce |molaire M;| en volume J/kg— K\|J/kg—K | J/kg— K
N, 28.01 78.1 1.40| 1038 742 296.8
0, 32.00 21. 1.39| 917 657 259.8
Ar 39.94 0.9 1.66 525 316 208.1

pN, = (1.013.10%)(0.781) = 79120 Pa
po, = (1.013.10%)(0.21) = 21120 Pa
par = (1.013.10%)(0.09) = 911 Pa

On peut vérifier que la pression totale est bien égale a la somme des pressions partielles.
(2) Les densités de chaque gaz s’obtiennent & l’aide des équations d’état écrites pour

chaque espéce : p; = p;/(riT). On obtient facilement : pn, = 0.894 kg/m>, po, =
0.274kg/m>, par=0.015kg/m?>.
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La masse volumique du mélange est égale a la somme des trois valeurs précédentes :
p =1.183 kg/m3.

(3) Les fractions massiques sont déduites des résultats précédents suivant Y; = p;/p. On
a: Yy, =0755 Yo,=0231, Ya,=0.013.

(4) Pour déterminer r, on pondére les constantes r; par les fractions massiques Y; :
3
r= Z Yir; =Yn,rN, + Yo,70, + Yarrar

soit : r = (296.8)(0.755) + (259.8)(0.232) + (208.1)(0.013) = 287.0 J/kg — K

(5) La masse molaire du mélange est donnée par : M = R/r = 8314.3/287
= 28.97 kg/kmole.

(6) Les chaleurs massiques ¢, et ¢, peuvent étre calculées & partir de : ¢, = Zfil Yicpi et
Cy = Eil Yicyi. On trouve ¢, = 1003 J/kg — K,c, =716 J/kg — K et v = ¢, /cy
= 1003/716 = 1.40.

1.6. Propriétés physiques des fluides

1.6.1. Viscosité

Un milieu fluide soumis & des contraintes extérieures se déforme de fagon continue. La
déformation du fluide se poursuit tant que la contrainte est appliquée. Ce comportement
differe notablement de celui d’un solide soumis & une contrainte extérieure. La déformation
du solide tend vers une valeur indépendante du temps.

Dans ces conditions, la déformation du fluide doit étre caractérisée par le taux de dé-
formation, c’est-a-dire par la variation relative de la distance entre deux points
par unité de temps. (Dans un solide, la déformation est simplement caractérisée par la
variation relative de distance entre deux points).

Lorsqu’on soumet un fluide réel a une contrainte de cisaillement, le fluide se déforme avec
un certain taux. Si le fluide est newtonien, la relation entre la contrainte et le taux de
déformation est linéaire, et on peut définir le coefficient de viscosité (ou encore la viscosité
dynamique) comme le rapport de la contrainte de cisaillement au taux de déformation
associé au cisaillement.

contrainte de cisaillement

(I,90)

H= 2(taux de déformation associé au cisaillement)

Une définition élémentaire de la viscosité peut étre donnée & partir de I’expérience repré-
sentée a la figure 25.

Un fluide au repos se trouve entre deux plaques paralléles de grandes dimensions et ini-
tialement au repos. On applique & la plaque supérieure une force F' qui met cette plaque
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Figure 25. Evolution du profil de vitesse entre deux plaques
paralléles infinies. La plaque supérieure est mise en translation a
vitesse uniforme a l'instant t=0.

en mouvement & une vitesse constante v,. Les particules fluides en contact avec la plaque
supérieure se déplacent a la vitesse v, et celles qui se trouvent contre la plaque inférieure
restent immobiles. Les particules fluides se déforment et un profil de vitesse se développe
par transfert de quantité de mouvement entre les couches adjacentes. Apres un certain
temps, le profil de vitesse devient linéaire et la vitesse est proportionnelle a la cote y :

Ny
v(y) = vo-ﬁ (1,91)

Lorsque le régime stationnaire est atteint, on constate que la force F' est proportionnelle a
la surface A. Cette force est aussi une fonction monotone croissante du rapport v,/h. Si
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le fluide est newtonien, la relation entre ces deux quantités est linéaire et on peut écrire :

F V,
T=H7 (1,92)

Le rapport F/A est dans cette expérience la contrainte de cisaillement appliquée au fluide.
On désigne cette contrainte par 7y ol I'indice y désigne la normale a la surface sur laquelle
la contrainte est appliquée et = représente la composante de la contrainte suivant I’axe des
z. Ici donc :

F
Tyz = Z (I’ 93)
d’autre part, on peut remplacer v,/h par dv,/dy et I’expression (1,92) devient :
dv
Tyz = #d—; (I,94)

Nous verrons plus loin que le taux de déformation associé au cisaillement s’exprime dans
le cas général sous la forme :

1 0v, Ov
d,, = =(=—= + -2
Ici Ov,/dz = 0, et la relation (1,94) prend la forme : 7y, = 2udy,.
Cette relation est identique & la définition donnée pour le coefficient de viscosité (I1,90).

Cette expression est généralisée plus loin & des situations de contrainte/taux de déforma-
tion quelconques (voir chapitre V). Les dimensions du coefficient de viscosité sont celles
d’une force par unité de surface divisée par un taux de déformation :

] = [rf]  ML™'T?
M= ldogjdy] — — T3

(1,96)

1

soit [u] = ML™IT~!. Dans le systéme international, y est donné en kgm™ s~1 et cette

unité a recu le nom de Poiseuille.

Dans beaucoup de problémes ot les contraintes visqueuses doivent étre prises en compte, il
est plus commode d’utiliser, au lieu du coeflicient de viscosité u, la viscosité cinématique
v obtenue en divisant u par la densité : v = u/p. Les dimensions de la viscosité cinématique
sont : [v] = [u]/[p] = ML™'T~1/(ML~®) = L*T~'. Dans le systéme international, la
viscosité v s’exprime en m?/s.

Exemple

On considére un axe de rayon R = 2 cm en rotation & n = 7200 ¢/mn dans un palier lubrifié.
On supposera que ’espacement entre ’axe et le palier est constant et égal & h = 0.04 mm.
La viscosité de I’huile est 0.020 Poiseuille et sa masse spécifique est p = 920 kg/m?3. Le
palier mesure 5 cm de longueur (figure 26).

On suppose que la charge sur ’axe est tres faible, de telle sorte que les forces de frottement
associées & la viscosité soient seules importantes. Calculer la force de frottement développée
sur ’axe, le couple correspondant et la puissance nécessaire pour faire tourner l’axe.
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Figure 26. Géométrie du
palier. R=2cm, L=5cm,
h=0.04mm.

Solution

La vitesse périphérique de 'axe est vy = 2rRn. Ici R = 0.02m,n = 120tours/s et
vg = 15.08 m/s. La contrainte agissant sur le fluide au niveau de 1’axe est donnée (appro-
ximativement) par 7 = uvg/h = (0.020)(15.08)/(4.107°) = 7539 Pa.

La force appliquée a l'axe est : F' = 7A = 72rRL = (7539)7(0.04)(0.05) = 47.3 N et le
couple correspondant est C = FR =0.95N — m. ‘

La puissance nécessaire pour faire tourner ’axe est P = Fvg = wC.
Ici P = (47.3)(15.08) = 713 W.

[.6.2. Conductivité thermique

La conductivité thermique k (on utilise aussi trés souvent le symbole \) intervient dans
I’analyse des transferts énergétiques dans les systémes fluides. Ce coefficient joue, pour
les transferts de chaleur, un réle trés proche de celui de la viscosité pour les transferts de
quantité de mouvement.

On peut donner une définition opérationnelle de la conductivité thermique a partir d’une
expérience semblable a celle utilisée plus haut pour la viscosité (figure 27).

On considére un milieu fluide au repos borné par deux surfaces paralléles de trés grandes
dimensions. Avant 'instant initial (# < 0), on porte la plaque supérieure & une température
Ty. Le profil de température a 'intérieur du milieu évolue avec le temps et tend asympto-
tiquement vers une distribution linéaire.

Dans cette situation, le flux de chaleur requis pour maintenir une distribution de tempé-
rature linéaire est proportionnel a la différence de température et & 'inverse de ’épaisseur
du milieu. Ce flux est dirigé en sens inverse du gradient de température et il peut étre

exprimé sous la forme :
Q (Tl — To)
=X — A 9 1,97
¢=- - (£,97)
Le coefficient k est la conductivité thermique. L’expérience de la figure 27 est facilement
réalisée dans le cas d’un milieu solide. Pour des liquides ou des gaz, le flux de chaleur peut
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Figure 27. Evolution du profil de température
dans un fluide au repos situé entre deux plaques
paralléles infinies.

aussi étre associé & des phénoménes convectifs ou radiatifs. Ces mécanismes doivent étre
éliminés ou tout au moins minimisés si ’on souhaite étudier la conduction pure.

) . , . . . . « e, s .
L’expression (1,97) définit, du moins en principe, la conductivité thermique k. On peut
remplacer cette relation par la forme équivalente : ¢, = —kdT/dy dont la généralisation a
une distribution de température quelconque constitue la loi de Fourier :

q=—kVT (I,98)

ou VT représente le gradient de température. Le flux de chaleur g a les dimensions
d’une énergie par unité de surface et de temps : [g] = WL™2T~!. Les dimensions de la
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conductivité thermique k sont par conséquent :

lq] WL2T1

[k] = [VI] ~ ~ ©L-!

soit : [k] = WL~ 1T~L
Dans un grand nombre de problémes, il est commode d’utiliser a la place de k la diffusivité
thermique définie par : a = k/(pcp). Les dimensions de a sont :

= _ wL-le-17-1
U= o] T MLSWM-161

soit [a] = L?T L.
La diffusivité thermique s’exprime dans le systéme international en m?/s. Cette quantité
a les mémes dimensions que la viscosité cinématique.

Les valeurs de la viscosité cinématique et de la diffusivité thermique sont comparées entre
elles & ’aide du nombre de Prandtl :

IS AN

c
Pr=-=Ft2 (,99)
Le tableau 7 donne les valeurs de la viscosité, de la conductivité et du nombre de Prandtl
pour air sec & diverses températures.

Le nombre de Prandtl pour 'air reste proche de 0.75 et les variations de v et a avec la
température sont semblables (a augmentant seulement un peu plus vite que v). Le nombre
de Prandtl compare les transferts de quantité de mouvement et de chaleur. Pour les gaz,
ces deux processus ont le méme ordre de grandeur car ils résultent des mémes phénomenes
de collisions moléculaires et le nombre de Prandtl reste de ’ordre de 'unité (tableau 8).

Tableau 8. Valeur du nombre de Prandtl c,u/k pour quelques gaz sous la pression
atmosphérique et a T = 273 K

Gaz | Pr Gaz Pr
Ne | 0.66 CO, 0.78
Ar | 0.67 SO, 0.86
H, | 0.70 NH; 0.85
N, | 0.73 CyH, 0.80
0, |0.74 C,Hg 0.77

Air | 0.73 CCl, 0.81

CO |0.76 | H,O (a 373 K) | 0.94

NO | 0.77
Cl, | 0.76
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Le tableau 9 rassemble les valeurs de la viscosité, de la conductivité thermique et du
nombre de Prandtl pour ’eau liquide & diverses températures.

Tableau 9. Propriétés physiques de ’eau liquide.

Température | Densité Viscosité Viscosité Conductivité |Diffusivité| Chaleur Nombre
cinématique| thermique thermique | massique | de Prandtl
T p I v k a cp Pr = pcp [k
(0°) |(kg.m™3)|(kg.m~ts~)| - (m?/s) |(Jm~isTIK-Y)| (m?/s) |(JkgT'K™P)
x 103 x 108 x107
0 1002.3 1.792 1.788 0.552 1.308 4218 13.6
20 1000.5 1.007 1.006 0.597 1.430 4.182 7.02
40 994.6 0.654 0.658 0.628 1.512 4.178 4.34
60 985.5 0.471 0.478 0.652 1.554 4.184 3.02
80 974.1 0.354 0.364 0.668 1.636 4.196 2.22
100 960.6 0.283 0.295 0.680 1.680 4.216 1.74
200 866.8 0.138 0.160 0.665 1.706 4.505 0.94
300 714.3 0.096 0.150 0.540 1.324 5.720 1.02

1.6.3. Compressibilité, dilatation thermique et chaleurs spécifiques

Le coefficient de compressibilité isotherme d’un fluide est défini par :

Ce coefficient a pour dimensions [k1] = 1/ML~1T~2.
On utilise souvent un coefficient de compressibilité isentropique dans lequel la dérivée par
rapport & la pression est prise a entropie constante :

Ks = ;(— et [ks) =1/ML™'T™?

Le coefficient de dilatation défini par :

_ 1 Op _ o-1
——;(gr_;-:)p (@] =0

est surtout utilisé dans ’analyse des écoulements de convection naturelle.

Ces trois coefficients sont généralement trés faibles pour les liquides, et les effets de la
température et de la pression sur la densité peuvent étre négligés dans la plupart des cas.
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Le tableau 10 donne les valeurs de k7 et a pour quelques liquides.

Tableau 10. Compressibilité et dilatation de quelques fluides.

Fluide kT (bar~1) a(K™1)

Eau 5210~ | 0.181073 (¢ = 20°C)
Mercure 3.910°¢ 0.18107% (¢t =20°C)
Benzene 9010~° 1.201073

Alcool éthylique | 12010~° 1.121073

Les chaleurs spécifiques & pression et volume constants sont liées par la relation de Mayer
au coefficient de dilatation. On peut montrer en effet, que :

Cp—Cy = —T(g—ﬁ-)T[(%D—w)p]2 (1,100)

soit encore en utilisant k7 et « :

012

Cp —Cy = —TKZ_Tp (I, 101)

1.7. Méthodes de résolution des problemes de mécanique des fluides

Pour conclure ce chapitre il est intéressant de présenter la méthodologie de résolution

des problémes de mécanique des fluides. Les problémes rencontrés en pratique peuvent

étre rangés en deux grandes classes. Dans les problemes directs on souhaite déterminer

les caractéristiques d’un écoulement particulier dans une géométrie donnée a priori. Les

problémes inverses consistent a définir la géométrie en fonction de caractéristiques a attein-

dre. On souhaite par exemple obtenir une distribution de pression particuliére en modifiant

la forme d’un profil portant. Dans les deux cas, I’analyse des problémes de mécanique des

fluides s’appuie en général sur :

(1) les principes fondamentaux (conservation de la masse, de la quantité de mouvement,
du moment angulaire de I’énergie, deuxiéme principe de la thermodynamique).

(2) les lois de comportement ( lois de Newton, Fourier, Fick), les équations d’état et des
informations expérimentales supplémentaires.

(3) les méthodes de l’analyse mathématique (analyse vectorielle, théorie des équations
différentielles et aux dérivées partielles...)

(4) les méthodes numériques (éléments finis, différences finies, méthodes spectrales...)

(5) des méthodes d’approximation treés diverses issues de considérations d’ordre de gran-
deur et d’estimations des mécanismes dominants.
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Les principes fondamentaux permettent ’écriture des équations du probleme. Ces principes
ont pour forme générale :

Taux de variation de la masse du _ Apport de masse au systeme
systéme matériel - matériel considéré

Apport de quantité de mouvement
au systéme considéré par applica-

{ Taux de variation de la quantité } _
tion de forces extérieures

de mouvement du systéme matériel

au systéme considéré par appli-

{ Taux de variation du moment
cation de couples extérieurs

Apport de moment angulaire
angulaire du systéme matériel } -

" sz .
{ Ts?rlslt):cér(fe ‘;::2;:;? de I'énergie du } = { Apport d’énergie au systéme considéré }
Ces bilans peuvent étre exprimés sous forme locale (chapitres V et VI), ou sous forme
macroscopique (chapitres VIL,IX). Nous verrons plus loin que 'écriture détaillée des équa-
tions de conservation de la quantité de mouvement et de I’énergie fait intervenir des lois
de comportement comme la loi de Newton, qui relie les contraintes visqueuses et les taux
de déformation, ou la loi de Fourier qui exprime le flux de chaleur en fonction du gradient
de température.

Le systéme d’équations dynamiques doit étre complété par 1’équation d’état du fluide (ou
les équations d’état pour des mélanges polyphasiques).

On obtient ainsi un ensemble d’équations aux dérivées partielles non linéaire et un ensemble
de conditions initiales et de conditions aux limites pour la configuration envisagée. La
solution du probléme peut étre recherchée en procédant a des approximations fondées
sur une analyse d’ordre de grandeur. On sait traiter, par exemple, une grande classe
d’écoulements unidimensionnels (voir chapitres VIII et X), des écoulements de couche
limite (chapitres XVII et XVIII), des écoulements linéarisés (aérodynamique des profils,
des surfaces portantes et des corps élancés) ou des écoulements irrotationnels.

Trés souvent, le probléme ne peut étre résolu par des méthodes analytiques et il faut
utiliser des techniques numériques. On procede alors & une discrétisation des équations de
bilan sur un maillage adapté a la configuration géométrique du probléme. Les équations
discrétisées sont ensuite intégrées numériquement (voir par exemple Roache 1972, Holt
1977, Peyret et Taylor 1983, Anderson, Tannehill et Pletcher 1984, Cebeci et Bradshaw
1984, Fletcher 1988).

Dans tous les cas, I'intuition physique joue un réle important et il faut faire appel a des
connaissances préalables correspondant & des problémes semblables, & des informations
expérimentales et & ’évaluation a priori des ordres de grandeur.
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CHAPITRE II

CINEMATIQUE

II.1. Introduction

La description du mouvement d’un milieu fluide peut étre fondée sur deux types d’appro-
ches. Dans la représentation lagrangienne, on envisage la dynamique de particules de
matiere discrétes et on restitue les trajectoires des particules en fonction de ’espace et
du temps. Les équations du mouvement sont écrites, dans cette représentation, pour une
particule discréete dont 1’'identité est fixée.

Dans la représentation eulerienne, le probléme est considéré d’une fagon fondamentale-
ment différente. On envisage, cette fois, les variations dans le temps des caractéristiques
de I’écoulement en des points fixes de I’espace. On s’intéresse, par exemple, a ’évolution
de la masse volumique, de la pression ou de la vitesse en un point du milieu.

La représentation eulerienne est la plus commode en mécanique des fluides et elle est
utilisée dans toute la suite et dans la majeure partie des applications. La représentation
lagrangienne permet cependant une définition rigoureuse de certaines variables comme
la vitesse ou l’accélération d’une particule. Cette représentation est aussi intéressante
lorsque I’on considére la dynamique de milieux chargés en particules ou encore 1'évolution
de surfaces de discontinuité séparant des masses de fluides distinctes.

Ce chapitre introduit les deux types de représentations. Le déplacement, la vitesse et le
taux de variation d’une variable quelconque sont ensuite envisagés. L’analyse aboutit a
une notion fondamentale en mécanique des fluides : la dérivée matérielle.

La dérivée matérielle est utilisée pour déterminer l'expression de I’accélération d’une par-
ticule fluide. Les notions de ligne de courant, trajectoire et ligne d’émission sont I'objet de
la derniére section. Ces lignes particuliéres permettent la description qualitative de con-
figurations d’écoulement. Ces notions sont aussi utiles a 'interprétation de visualisations
d’écoulements.

Bibliographie
Les notions de cinématique présentées dans ce chapitre sont envisagées dans tous les ou-

vrages de base. Des analyses plus approfondies sont données par Serrin 1959, Truesdell et
Toupin 1960, et Germain et Muller 1986.
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I1.2. Systémes matériels et description du mouvement

Nous désignons par (e;,i = 1,2,3) les vecteurs unitaires d’une base de coordonnées
cartésiennes fixe d’origine O. Tous les mouvements seront étudiés par rapport a ce systeme
de référence fixe.

Supposons a présent qu’a l'instant ¢t = 0, la région D, de l’espace soit occupée par un
systéme matériel continu (chaque point de D, est occupé par une particule de matiére).
Nous désignons par X la position de la particule de matiére située en P,. Les composantes
de X seront représentées par X, (figure 1).

X] Figure 1. Le systéme matériel considéré occupe la région D,
a l'instant t=0 et la région D au temps t.

La matiére qui occupe la région D, au temps t = 0 se déplace et elle occupe la région D a
I'instant ¢.

Dans le cadre de la mécanique des milieux continus, on peut supposer que chaque point
P de la région D peut étre identifié & une particule matérielle qui se trouvait a l'instant
t =0 en un point P, de D,. Désignons par x le vecteur position du point P.

Dans ces conditions le mouvement du systéme matériel peut étre décrit en spécifiant
I’ensemble des positions @ & !'instant ¢ en fonction des positions X a l'instant
t=0:

z=a(X,t) (I1,1)
pour tout X appartenant a D, et tout & appartenant a D.

En projection sur les trois axes de référence, on peut encore écrire :

z; = zi( Xk, t) pour k=123 (I1,2)

Nous appellerons les coordonnées X coordonnées matérielles et les coordonnées z;
coordonnées spatiales. La configuration du systéme matériel a I'instant initial ¢ = 0
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sera la configuration de référence. La configuration du systéme a l'instant ¢ sera la
configuration courante.

Pour les mouvements réalisables, il est en principe possible d’inverser les relations (II,1)
(IL,2) pour déterminer les X, en fonction des z; et de ¢ :

X =X(z,t) ou X,=X(z;t) pour z,r=1,2,3 (I1,3)

Les problémes de mécanique des milieux continus peuvent étre formulés en prenant comme
variables indépendantes les coordonnées matérielles X, ou les coordonnées spatiales
z;. Le premier type de formulation est encore appelé formulation lagrangienne et
le second type formulation eulerienne. En variables de Lagrange on s’intéresse a
Ihistoire d’une particule matérielle déterminée. En variables d’Euler on considere plutot
I’évolution en un point de ’espace des caractéristiques du milieu.

La formulation mathématique des lois du mouvement est souvent plus facile en variables
de Lagrange, mais la résolution des problémes pratiques est généralement plus simple en
variables d’Euler. Nous utiliserons principalement ce dernier type de description dans
toute la suite.

I1.3. Déplacement et vitesse

Le vecteur déplacement d’une particule de position initiale X et de position * dans la
position courante est défini par (figure 2) :

u=x—-X (I1,4)

A

o
(0 ez

Figure 2. Définition du vecteur déplacement u.
€]

En variables matérielles u est une fonction de X et ¢ :

wX,t)=x(X,t)- X (II,5)
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et en variables spatiales u est considérée comme étant fonction de © et ¢ :
u(z,t) = — X(z,t) (I1,6)

Le vecteur vitesse v d’une particule matérielle est égal au taux de variation du vecteur
déplacement. Comme X est une constante pour une particule donnée le vecteur vitesse
est donné par :

ow(X,t) _ Jz(X, t)

X, t)= II,7
o(X,1) = 22 = (a1,7)
ou la dérivation par rapport a t est effectuée en gardant X constant.
En projection sur les trois axes, on peut encore écrire :
Oz;(X,,t .
wtn) = 200D io10 (I1,8)

Dans cette formulation lagrangienne les composantes du vecteur vitesse sont données a
I'instant ¢ pour une particule qui se trouvait en X a t = 0.

Trés souvent cependant on souhaite déterminer la vitesse au point @. Pour cela il faut
utiliser I’expression de X en fonction de . Pour illustrer cet aspect, considérons I’exemple
suivant :

Exemple 1. Un systéme matériel effectue le mouvement suivant :

z1 =X1f(2)
T3 =4Y3

ou f(t) est une fonction du temps t avec f(0) = 1. Déterminer le déplacement et la vitesse
en fonction des variables matérielles et spatiales.

D’apres (II,6) on a :
Uy =ry — }{1 = le(t) - ‘Xl = Xl[f(t) - 1]
U =.’II2—X2 =0 (II,].O)
Uz =rz — _X3 =0

Ces expressions donnent le déplacement & l'instant ¢ en variables matérielles. Pour obtenir
les expressions de u en variables spatiales, il faut remplacer X; par z1/f(t).

On obtient ainsi :
ur = a1 [f(t) — 1]/ £(¢)

Pour obtenir la vitesse, il faut dériver les expressions (II,10) en gardant X;,Xs,
X3 constantes. On obtient :

v = lel(t), Vg = 0, V3 = 0
et en variables spatiales :

v =z1f'(t)/f(t), v =0, v3 =0
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II.4. Taux de variation dans le temps d’une fonction quelconque

Considérons une fonction @ de ’espace et du temps. On peut exprimer & en fonction de
t et de X ou en fonction de « et de ¢ :

& = 8(Xs,1) = pl(z0r1)

Le taux de variation de ® lorsque l’on suit une particule dans son mouvement peut étre
obtenu en dérivant cette fonction par rapport au temps, a X cons-
tant : 0®(Xy,t)/0t.

Nous désignerons par d®/dt ce taux de variation. (Dans un certain nombre d’ouvrages le
taux de variation obtenu en suivant une particule dans son mouvement est représenté par
D®/Dt. Nous n’adoptons pas cette notation ici). Dans ces conditions :

d® 0P(Xk,t)
Dbl bt AP II,11
dt ot ( )
Si 'on souhaite exprimer ce taux de variation en fonction des coordonnées spatiales z;, il
faut partir de :
® =p(zi,t) = plzi(Xr,1),1] (I1,12)
=99[x1(Xk» t), x2(Xka t), z3(Xk, 1), t]

On peut maintenant différencier par rapport a ¢t tout en gardant X constant :

T~ ey ot St gy et 5 (Xk,t)+ (II,13)

Nous avons vu plus haut que 0z;(X,t)/0t étaient les composantes du vecteur vitesse de
la particule considérée :

a:L',‘(Xk t)
Nk II,14
vi ot (11,14)
Dans ces conditions : io 5 5
P P
=4 II.15
a Oz; + ot ({1,15)
ou encore : 0o 3
= 0.V Lid (II,16)

i v.Vop + Bt
ou le gradient est calculé par rapport aux coordonnées spatiales z;.
Nous venons d’établir de fagon rigoureuse ’expression du taux de variation d®/dt. On
peut obtenir une interprétation physique de cette expression a l’aide du raisonnement
suivant. Considérons (figure 3) une particule située en z; a I'instant ¢. Cette particule sera
a l'instant t + 6t en z; + v;6t. Soit ® une fonction associée a la particule considérée. La
variation de cette fonction dans l'intervalle ét est donnée par :

6% = o(z; + v;ét, t + 5t) - L,O(:L‘,', t)
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P
%+%&
B, ¢+6¢
X
[

Figure 3. La particule située a l'instant t en x; passe a
linstant t+6t en x;+ v. & .

et le taux de variation de la fonction ¢ en suivant la particule est obtenu en prenant la
limite 6t — 0 de I’expression suivante :

I — o(zi,t
a® — lim e  lm o(zi +vibt, t + 6t) — p(zi, 1)
dt §—0 bt 6—0 ot (II 17)
_ 00 Oy ’
- ’ax,- ot

La dérivée d®/dt est encore appelée dérivée matérielle ou dérivée particulaire de
®. Cette quantité intervient souvent en mécanique des fluides et il est important de bien
comprendre sa signification.

Il est logique d’utiliser des notations différentes pour représenter la fonction ® en fonction
des variables matérielles X, ou spatiales z;. Cependant nous utiliserons dans toute la suite
le méme symbole ® pour ces deux représentations. Pour éviter toute confusion on pourra
faire apparaitre de fagon explicite les arguments de la fonction par exemple :

d® _9%(Xi.t) (I1,18)

dt ot ’
ou encore

dd 6@(z, t) 0<I>(a:i,t)

2 ) I1.19

& o, T o (41,19)

Cette précaution ne sera pas nécessaire en général.
Pour mieux comprendre la notion de dérivée matérielle, considérons ’exemple suivant :

Exemple 2. Mesure de température par une fusée sonde

On considére une fusée sonde effectuant un vol vertical dans une atmosphére dans laquelle
la température décroit linéairement a partir du sol jusqu’a l’altitude de 10000 pieds.

T(z,y,z) =T, — bz o b=810"3K/m (I1,20)

L’engin est muni d’un capteur de température. Calculer le taux de variation de la tempé-
rature mesurée par ce capteur lorsque la fusée s’éleve avec une vitesse de 360 km/h.

Solution
Le calcul du taux de variation de la température peut étre directement effectué a I’aide de
la formule de dérivation matérielle :

daI 9T oT oT oT

- ’ II,21
ot e (11,21)

a:l! +vya_y +
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Ici v; = vy, = 0,v, = 360.103/3600 = 100 m/s, 8T/Ot = T /0x = 0T /0y = 0,0T/0z =

—b.

On a donc :
4 dT _3 .

i —bv, =(—8.107°)(100) = —0.8 K/s

La température mesurée par le capteur varie donc de —0.8 K toutes les secondes.

I1.5. Accélération d’une particule

L’accélération d’une particule matérielle est égale au taux de variation de la vitesse de
cette particule. Il s’agit donc de la dérivée matérielle de la vitesse de la particule. Nous
désignerons ’accélération par a.

En utilisant la description lagrangienne on a :

z; =z;( Xk, t) (I1,22)
v; =-85?(Xk,t) (I1,23)
a; =%%(Xk,t) = %%(Xk,t) (I1,24)
ou encore en notation vectorielle :
z=z(X,t), v=%(X,t), a=662t—f(X,t) (I1,25)

L’expression (I1,24) est particuliérement simple, mais elle n’est pas la plus utile. On peut
aussi écrire :

dv;  Ov; Ov;
o dvi _ Ovi iy 11,26
@ = = g (@i t) + g (@50) (I1,26)
ou encore : a
a= a—'t’(m,t) +v(z,1).Vo(z, 1) (II,27)

Pour bien comprendre la structure des expressions (II,26) (II,27), nous allons les écrire
sous forme explicite :

oG G g
az =a;;: + 1 g:j + g S:z +vs SZ (II,28)
T
Ces expressions font apparaitre 'opérateur de dérivation :
Vi 9 9 9 9 (I1,29)

afl'k e 01171 +U28.’L'2 +v30x3
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que ’on peut représenter en notation de Gibbs sous la forme : v.V. Cet opéra.teur est, en
coordonnées cartésiennes, donné par l’expression (II,29).

Dans d’autres systémes de coordonnées, il faut utiliser des expressions spéciales obtenues a
partir d’une représentation intrinséque de ’opérateur v.V. Les tableaux 1,2 et 3 donnent
les expressions de ’accélération pour trois systémes de coordonnées utilisés couramment.
Ici encore on peut donner une interprétation physique de 'expression obtenue pour ’accé-
lération . Pour cela nous considérons une particule située a 'instant ¢ en z et dotée d’'une
vitesse vi(z,t) (figure 4).

+&

v (Ak+\k&,t+ &)

vi(x,.t)

Figure 4. Variation de la vitesse d'une particule au cours
d'un intervalle de temps Ot.

A Dlinstant t + 6t cette particule se trouve en zj + vpét et sa vitesse est
vi(zk + vibt,t + 6t). La variation de la vitesse de la particule est :

§v; = vi(zi + vt t + 6t) — vi(zk,t) (11,30)

et 'accélération de la particule est donnée par :

. bv;  Ov; ov;
a; = lim

ovi _ Ovi | OVi 11,31
oS T ot T G, ( )

Nous allons maintenant illustrer les expressions obtenues pour l’accélération a l'aide de
plusieurs exemples.

Exemple 3.

Considérons d’abord le mouvement déja étudié plus haut : 1 = X1 f(t), r2 = X,

r3 = X3 avec f(0)= 1. Pour cet écoulement, calculer ’accélération a I’aide des expres-
sions (II,24) et (II,26) et montrer que les résultats obtenus sont équivalents.

Solution

En variables de Lagrange les composantes de la vitesse sont : v; = X f'(t),

U = O, U3 = 0.

L’accélération est donnée par (I[,24) : a3 = X;f"(t), a2 =0, a3=0.

Pour calculer I’accélération en variable d’Euler, il faut d’abord exprimer la vitesse en
variables d’Euler : vy =z, f'/f, v, =0, v3=0.
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Dans ces conditions :

Ov f" (f')? ov, _ f
T A
Toutes les autres dérivées sont nulles. On a donc :
31)1 6’01

a

+ vyt Uyt +
v v
181‘1 26.’132 3

~ ot 9z
f" f’z f’2 f"

=$17 - mlﬁ + -’81-];2— = 117

et :

aq =agz = 0
Les expressions obtenues pour ’accélération sont bien identiques.

Exemple 4. On considére I’écoulement accéléré d’un fluide dans un conduit convergent.
Nous supposerons que le conduit est axisymétrique d’axe z et que ’écoulement est sta-
tionnaire (figure 5). Donner I’expression de ’accélération d’une particule matérielle dont
la trajectoire est ’axe du conduit.

-

N

T

v, (%) v ( x+6x )
— —e- >
X x+6x

Figure 5. Ecoulement accéléré dans une section
convergente.L'écoulement est stationnaire mais
l'accélération des particules fluides est non-nulle.

Solution

Considérons une particule fluide se déplagant sur l’axe et passant en z a l'instant t avec
une vitesse v;. A instant ¢ + 6t cette particule sera en z + éz, sa vitesse sera v (z + éz).
Le temps de parcours de la distance éz aura été : 6t = z /T, ou T, désigne une moyenne
des vitesses v, sur l'intervalle éz.

L’accélération de la particule dans la direction = est donnée par :
a, = lim ve(z + 6z) — v ()
§t—0 6t
— lim Ue[vz(z + 62) — v ()]
§t—0 bz
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Soit :
Ov,
ar ='Uxa—x (II,32)

Maintenant, comparons ce résultat avec celui que l'on peut déduire de ’expres-
sion générale de ’accélération en coordonnées cylindriques (Tableau 2).

vg Ov, + v,
r 06 vz Oz

Ov

ov
x
ot + v,

o + (I1,33)

Ay =

Pour un écoulement stationnaire Ov,/0t = 0. Comme ’écoulement est axisymétrique
vg = 0 et v, est indépendant de §. D’autre part sur ’axe v, = 0. Seul le dernier terme
subsiste dans ’expression (II,33). :

Ovg
a, —’U,;-gx— (II,34:)

et on retrouve ’expression obtenue plus haut.

II.6. Lignes de courant, trajectoires, lignes d’émission

Les notions de ligne de courant, trajectoire et ligne d’émission sont extréme-
ment utiles dans la visualisation de la géométrie d’écoulements fluides.

Une ligne de courant est une ligne tangente en tout point au vecteur vitesse local (figure

6).

Figure 6. Lignes de courant
observées en prenant une
photographie d'un ensemble de
particules avec un temps de pose
trés court. Les particules
parcourent des distances
proportionnelles a leur vecteur
vitesse pendant le temps
d’exposition.

Lignes de courant

A linstant ¢ les lignes de courant sont données par des équations de la forme : dz;/dT =
vi(zj,t) ou T est un parameétre d’intégration pour le systéme différentiel précédent.
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Une trajectoire est la ligne formée par les positions successives d’une particule donnée.
Les équations de la trajectoire correspondant a la particule située en X a 'instant ¢t = 0

sont :
Tr; = .’I),'(Xk,t)

ou X est fixe et ¢ est un parametre. Sous forme différentielle la trajectoire précédente est

donnée par :
i i(Xt)
dt = U ks
ou encore : d
mi — . .
= = vilXk(zirt), 1]

Une ligne d’émission est obtenue en observant & un instant donné I’ensemble des
particules qui sont passées ou ont été émises par un point fixe de l'espace & tous les
instants précédant t. Les lignes d’émission sont obtenues par exemple en injectant de
facon continue et en un point un colorant (figure 7).

Lignes
d'émission

Figure 7. Lignes d'émission
obtenues en prenant une
photographie instantanée de
toutes les particules émises en
quelques points de l'écoulement.

Dans les écoulements permanents (stationnaires), les lignes de courant, les trajectoires et
les lignes d’émission sont confondues.
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Tableau 1. Accéleration en coordonnées rectangulaires (z,y, 2)

Direction z

Ov, Ovg Ovg Ov,

W= tUrgy Ty, TV,
Direction y

a —%_'.v %-’.—vavy_l_ avy

v ot T Oz Y oy e
Direction 2

. 8vz+ Ov, +o 6v,+ ov,

z ot z@ Yoy ’az

Tableau 2. Accéleration en coordonnées cylindriques (r, 6, z)

Direction r

_ Ov, + dv, + vg Ov, v} + ov,
= T T8 ¢ o
Direction 6
8v9 avo (7] avg VyrVg avo
ag = Ve

2t T T o 5z

Direction z
ov, +o Ov, +1;£8vz +o ov,
ot " or r 06 * 0z

a, =

Tableau 3. Accéleration en coordonnées sphériques (r, 8, ¢)

Direction r ) )
Ov, Ov,  vgOv, vy Ov, VgtV

“=% "o T 00 " rem6ds  r
Direction 6
ag = vy + v,a"o n 1’_@309 v.¢ Ovg  v,vg 3 vg, cot 8
ot or r 00  rsinf 0¢ r r
Direction ¢
— 6v¢ 0v¢ Vg 0”45 Vo 304, VgUr = VgUg COL 0
AT o or * r 00  rsinf 0¢ r + r
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CHAPITRE III

ROTATION ET DEFORMATION D’UNE PARTICULE FLUIDE

II1.1. Introduction

Nous avons envisagé au chapitre précédent les représentations classiques permettant la
description cinématique du mouvement d’un fluide. Cette analyse nous a en particulier
conduit a la notion de dérivée matérielle.

L’étude que nous allons maintenant entreprendre va nous permettre d’introduire les élé-
ments qui caractérisent les taux de rotation et de déformation d’une particule fluide. La
nécessité d’une telle analyse n’est pas évidente a priori, mais nous verrons plus loin que
les résultats obtenus ont une signification physique importante. Ainsi, par exemple, nous
montrerons que 1’état des contraintes en un point peut étre décrit a ’aide du tenseur des
taux de déformation. On sait d’autre part que la rotation d’un fluide, caractérisée ici
par le tenseur des taux de rotation ou encore par le vecteur tourbillon, joue un role central
en dynamique des fluides. Cette notion est & la base de I’étude aérodynamique des profils
et des surfaces portantes.

La signification physique des tenseurs des taux de rotation et de déformation est d’abord
dégagée par des analyses de mouvements simples bidimensionnels (sections 3, 4 et 5).
L’étude du mouvement général d’une particule fluide en deux et trois dimensions permet
de retrouver les termes caractéristiques des translation, rotation, dilatation et déformation
(sections 6 et 7).

Bibliographie

L’analyse des taux de rotation et de déformation dans un milieu continu est envisagée de
facon détaillée dans Serrin 1959, Truesdell et Toupin 1960, Batchelor 1970, Germain et
Muller 1986. Une présentation plus élémentaire et plus proche du point de vue adopté ici
est donnée par Tsien 1958, Whitaker 1968 et Le Mehauté 1976.
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II1.2. Translation

Dans le mouvement de translation, chaque particule matérielle subit un méme déplacement.
Le mouvement peut étre décrit par 1’équation suivante :

z; = Xi + di(t) - (I11,1)

ou encore sous forme vectorielle :

e =X +d(t) (II,2)

ou d(t) est un vecteur quelconque indépendant de la position.
Le déplacement des particules est donné dans ce cas par :

u=z— X =d(t) (I11,3)

et le vecteur vitesse a pour forme :

v= (%‘;)X = d(t) (III,4)

Ainsi toutes les particules matérielles ont au méme instant le méme vecteur vitesse. Le
mouvement de translation est représenté schématiquement a la figure 1.

A*3 G’ y F’
G F - -
D' ) )ﬁ ’ Cr Er
)_ _ 7
p/ H c/ JE |/
L4 AI BI
/
A B
-
0 X,
xX] Figure 1 a). Mouvement de translation en 3 dimensions.

Le volume matériel initial AB....H se trouve aprés translation en A'B'...H'. Il conserve sa
forme initiale car le déplacement est le méme pour toutes les particules qui le composent.
Le mouvement de translation s’effectue sans déformation.
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-
A B x x

Figure 1 b). Mouvement de translation en deux dimensions.

II1.3. Rotation

Un systéme matériel effectue un mouvement de rotation pure si toutes les particules qui
le composent tournent d’un méme angle autour d’un axe donné.

Considérons par exemple la rotation d’un angle 6(t) autour de l'axe x3 (figure 2). Une
particule située initialement en M, se déplace au point M de maniere que les distances
NM, et NM soient égales. L’angle entre NM, et NM est 6 et on peut écrire les rela-
tions suivantes entre les coordonnées initiales et les coordonnées courantes de particules
matérielles :

bz

Figure 2. Rotation autour de I’ axe X3 .
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zy =X cosf — Xysiné
29 =X;sinf + X, cos (I11,5)
T3 =X3

Le mouvement peut étre représenté sous forme matricielle par :

cosf —sinf O
2=TX ou T=| sinf cosfé O (I11,6)
0 0 1

Le mouvement de rotation pure est illustré par la figure 3. La particule fluide ABCD
tourne sans déformation autour de l’axe Oz3. On peut déterminer par un raisonnement
simple le taux de rotation autour de cet axe.

B x
Figure 3. Mouvement de rotation en deux dimensions.

Considérons d’abord la ligne matérielle AB. Siv, est la vitesse du point A perpendiculaire-
ment a l'axe AB, la vitesse du point B est v, + %%lda:. La distance parcourue par le point

B pendant l'intervalle de temps dt est vy, dt + %ﬁda:dt et le taux de rotation instantané de
’axe AB est :

Ovy ov
-y dt = ¥ IIr7
A dedt/d o ( )
De méme le taux de rotation instantané de ’axe AD est :
dv Ov
_z t = ——— II1,8
By dydt/dyd By ( )
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Ces deux expressions permettent la détermination du taux de rotation moyen autour de
laxe z3 : '

1/0v, Ov,
_ = _ IIT
2. 2 ( Oz Oy ) (111,9)

Pour un mouvement de rotation tridimensionnel nous verrons plus loin que le taux de
rotation instantané a pour forme :

_1/0v, Ov,
2, _5( 5~ B ) (III,10)
1/0v, Ov,
2y =§( 9z Oz ) (111,11)
1/0v, Ov,
=== — III,12
£2: 2 ( Oz Oy > (111,12)

Les composantes du taux de rotation instantané §2 sont obtenues en prenant la moitié du
rotationnel du champ des vitesses :

2= %v X v (II1,13)

Le rotationnel du champ des vitesses joue un réle important en mécanique des fluides. Ce
vecteur est représenté par la lettre w et il est appelé vecteur tourbillon.

w=V xv (II1,14)

Ainsi le taux de rotation instantané est égal & la moitié du vecteur tourbillon

2= %w (III,15)

-

Ecoulements rotationnels et irrotationnels.

Les mouvements qui s’effectuent sans rotation (w = 0, §2 = 0) sont appelés écoulements
irrotationnels. Ils jouent un role théorique important et permettent une bonne approxi-
mation de nombreux écoulements réels.

Lorsque le rotationnel des vitesses est nul, le champ de vitesse dérive d’un potentiel :
v=Vo (III,16)

et I’analyse de ’écoulement peut étre effectuée a ’aide de la seule fonction ®. Lorsque
I’écoulement est incompressible on peut facilement montrer que @ est solution de '’équation
de Laplace V2® = 0. L’étude des écoulements incompressibles irrotationnels est ainsi
ramenée a la résolution d’un probléme aux limites pour 1’équation de Laplace. Pour
concrétiser les notions précédentes nous envisageons deux exemples classiques dont I'un
correspond & un taux de rotation constant et I'autre a une rotation nulle.
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Exemple 1

On considére un fluide tournant a la maniére d’un corps solide avec une vitesse angulaire
2. Déterminer le champ de vitesse et le vecteur tourbillon correspondant. Représenter
I’écoulement et envisager le mouvement d’une particule fluide.

Solution _
Le champ de vitesse pour un corps solide en rotation a la vitesse §2 est donné par :

A

Z

Q

A

Il est commode d’adopter ici un systéme de coordonnées cylindriques dont I’axe des z est
aligné avec §2. Dans ce systéme, les composantes de la vitesse ont pour forme : v, =0,
vg = f2r,v, = 0. La composante tangentielle vy augmente linéairement avec le rayon
polaire.

v=8XxXr

Les composantes du vecteur tourbillon peuvent étre déterminées a 1’aide des expressions
rassemblées au tableau 6. On obtient facilement w, =0, wg =0, w, = 2§2.

Le module du vecteur tourbillon est exactement le double du taux de rotation instantané
w = 2§2. Ce résultat est en accord avec ’expression (III,15).

L’écoulement correspondant & cet exemple est représenté sur la figure suivante.

/C

Chaque particule fluide de cet écoulement tourne avec une vitesse angulaire 2. Les par-
ticules ne sont pas déformées, mais leur orientation par rapport a un systéme d’axe fixe
change constamment.
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Exemple 2

On considére un écoulement tournant autour d’un axe z. Le champ des vitesses a pour
expression v, = 0,v9 = C/r,v, = 0 out C est une constante. Calculer le vecteur tourbillon
correspondant. Que peut-on dire du mouvement des particules fluides?

Solution
Les composantes du vecteur tourbillon sont facilement calculées & ’aide des expressions

10
du tableau 6 : w, = 0,wg =0, w, = ——r(rvg) =0.
Les trois composantes du vecteur tourbillon sont identiquement nulles en tout point r # 0.
A T'origine méme, le vecteur tourbillon est indéterminé. Cependant la valeur de w en ce
point peut étre précisée en utilisant le théoréme de Stokes. En effet on peut écrire :

/Cv.dl=/Aw.ndA | J}
[ D/

Si C est un cercle perpendiculaire & l’axe z et A la surface plane qui s’appuie sur ce cercle,
on peut écrire : 27C = fA w,dA.

Comme w, est nul pour tout r # 0, w, doit prendre une valeur infinie & l'origine. Le
vecteur tourbillon se comporte ici comme une fonction de Dirac : w, = 27Cé(r).

L’écoulement est irrotationnel partout sauf a 'origine. Il s’agit d’une configuration idéale,
mais il existe cependant des écoulements réels dans lesquels le vecteur tourbillon est con-
centré au voisinage d’une ligne et dont le comportement est proche de celui que nous venons
d’étudier.

Si I’on considére & présent une particule fluide a deux instants dans le temps, on note déja
que la particule initialement rectangulaire est déformée dans son mouvement autour de
l’axe z. Pour un petit déplacement autour de cet axe, on peut montrer que la diagonale
AC ne change pas d’orientation.

Les cotés AB et AD tournent en sens opposé et la
diagonale conserve une direction constante, ce qui cor-
respond bien au fait que le vecteur tourbillon (et par
conséquent le taux de rotation) est identiquement nul
a Pextérieur de l'origine.

Il est intéressant de noter qu’un écoulement tournant
autour d’un axe peut cependant correspondre a une
rotation et un vecteur tourbillon identiquement nul.




62 Mécanique des Fluides

I11.4. Dilatation

La dilata.t?on ou déformation normale est observée lorsque la vitesse des particules change
dfms 1?‘ direction du mouvement. Les figures 4 et 5 représentent des mouvements de
dilatation dans la direction des z. Si v, désigne la vitesse du point A, la vitesse du point

Vg :
B sera: v, + ——dz. La longueur du segment A’'B’ sera aprés un temps dt : dr + (';v, dzdt.
La variation relative de longueur du segment AB sera donc : ’
1 Ovg ov
—I(d —dr] = 2=
o [(dz + 2 dzdt) — dz] 5% dt (I11,17)

et la variation de longueur par unité de longueur et de temps sera : Jv,/0z.

Npus :appellerons taux de déformation cette quantité. Le taux de déformation dans la
dfrect{on z est donné par Ov;/0z. La figure 5b représente une dilatation pure dans la
direction y. Le taux de déformation est dans ce cas : Jv,/0y.

Le mouvement de dilatation que nous venons de décrire est observé par exemple lorsqu’une
particule fluide rentre dans une section de conduit convergente (figure 4). La vitesse de
lz% particule augmente dans la direction de ’écoulement et la particule se dilate dans cette
direction et se contracte dans la direction transverse.

D\ Figure 4 a). L'accélération de

< D ‘(’ I'écoulement dans le conduit

convergent produit une dilata-
tion des particules fluides dans
la direction axiale.

Figure 4 b). Ecoulement d'un
fluide incompressible au
voisinage d'un point d'arrét. Les
particules fluides se contractent
uniformément dans la direction
y et se dilatent uniformément
dans la direction x.
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Un autre exemple particuliérement important est celui de I’écoulement au voisinage d’un
point d’arrét (figure 4). Dans le cas d’un fluide incompressible en écoulement bidimension-
nel le champ de vitesse a proximité du point d’arrét a la forme

vz(Z,y) = ex, vy(r,y) = —ey ou € est une constante positive.

En un point du fluide le taux de déformation dv,/Oz = € est une constante et les particules
fluides subissent une dilatation uniforme dans la direction des z. Le taux de déformation
Ovy /Oy = —e est aussi une constante et les particules fluides se contractent uniformément
dans la direction des y.

>
A' B'

x vy x

dx + ?)T-dxdt

Figure 5 a). Dilatation en deux dimensions. (Dilatation suivant l'axe des x).

DI

t+dr

>
X

w Y

A B

A dx B

Figure 5 b). Dilatation en deux dimensions. (Dilatation suivant l'axe des y).
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II1.5. Déformation angulaire ou cisaillement

La déformation angulaire ou cisaillement
est observée, par exemple, lorsqu’une par-
ticule fluide pénétre dans une conduite cou-
dée (figure 6).

L’écoulement est dans ce cas plus rapide
sur les lignes de courant internes et moins
rapide vers ’extérieur du coude. Si la par-
ticule fluide ABCD est initialement rec-
tangulaire, le c6té AD avance plus rapide-
ment que le c6té BC' et, aprés un laps de
temps, la particule subit une déformation

Figure 6. Déformation angulaire ou angulaire.
cisaillement dans un conduit coude. Cette déformation est proportionnelle & la
différence des vitesses de AD et BC.

Considérons par exemple la déformation angulaire représentée sur la figure 7a). Si v,
représente la vitesse du c6té AB, v, + (Ov./0y)dy représente celle du c6té CD. Pendant
un intervalle de temps dt la distance parcourue par le point A est v.dt, et celle parcourue

par D est v dt + (Ov,/0y)dydt.
Dans ces conditions, la vitesse angulaire du c6té AD est :
1 Ov Ov
— | =dydt| = — II1,18
dydt [ Oy Y } Jy (I11,18)
et cette vitesse est la vitesse de déformation de ’angle DAB.

De la méme manieére, si la vitesse du c6té BC differe de celle du c6té AD, le coté AB
tourne avec une vitesse Ov,/0z.

ov.
X_ dydt

i

A B

Figure 7 a) . Cisaillement sans rotation.
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Dans la situation de la figure 7a) le taux de déformation de I'angle BAD est donc la
somme de ces deux taux de déformation : Ov,/dz + vy /0y. Sur cette figure nous avons
pris Ov,/dz et dv,/dy égaux. Dans ce cas particulier, la bissectrice de I'angle D'A'B'

reste paralléle a celle de ’angle DAB et nous savons d’autre part que la rotation moyenne
1 0v, Ov,

2" Oz Oy
Si les deux taux de déformation dv,/dz et Ov,/dy ne sont pas égaux, la particule fluide

subit a la fois une rotation et une déformation.

) = £2, est nulle. La particule fluide subit dans ce cas un cisaillement pur.

La figure 7 illustre les trois mouvements possibles : cisaillement sans rotation, rotation
sans cisaillement, rotation avec cisaillement.

A B x

Figure 7 c). Rotation avec cisaillement.
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II1.6. Mouvement général d’une particule fluide en deux dimensions

On peut retrouver les expressions précédentes & 1’aide d’une analyse plus formelle (Le
Mehauté 1976). Pour cela, considérons encore 1’élément fluide ABCD au temps t (figure
8).

Figure 8.
Mouvement général d'une particule
fluide en deux dimensions.

A

=

Le vecteur vitesse au point A a pour composantes v;,vy,. En C le vecteur vitesse a pour
composantes :

Ov, Ov,
e y (II1,19)
9y gy + Py
Oz Jy v

A l'instant ¢ + dt le point A est passé en A’ et ses coordonnées sont :

Vy+

T+vdt

ot (IIT,20)
K

et le point C se trouve en C' en :

Ov, Ov,
z+dz + (v,—{—-b—a-:—dx + By

Ov Ov
d —dz +
y+dy + (vy+ e dz By dy)dt

dy)dt
(III,21)
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On peut encore écrire les coordonnées du point C' sous la forme :

Ov, 1 avz 1,0v, avz

—"’- — (== - dydt
x+dw+vzdt+a dzdt + = ( + )ddt 2(3:1: )
Coordonnée Trans- Dilatation Déformation Rotation
initiale lation angulaire
(I11,22)
T 6 T
y+dy+vydt+%dydt+ 1(8v +—y)d dt + (a—v’i— J )d zdt
Oy 2" Oy
Coordonnée Trans- Dilatation Déformation Rotation
initiale lation angulaire

Ces expressions sont obtenues en ajoutant et en retranchant (1/2)(0v,/0z)dydt a la coor-
donnée z et (1/2)(0v,/0y)dzdt a la coordonnée y.

Les expressions que nous venons d’établir mettent en évidence les déplacements associés
aux mouvements de translation, dilatation, déformation angulaire ou cisaillement et ro-
tation. Le mouvement général du point matériel C apparait comme la superposition des
mouvements simples étudiés plus haut de fagon séparée.

II1.7. Mouvement général d’une particule fluide en trois dimensions

Le raisonnement précédent se généralise facilement au cas tridimensionnel. Nous con-
sidérons le mouvement d’un point C dont les coordonnées sont z + dz,y + dz,z + dz. A
linstant ¢ + dt, ce point se trouve en C' et ses coordonnées ont pour expression :

Ov, vy

a:+da:+vxdt+(aavz ot Gody + GEdz)dt
y + dy + vydt + ( vyda:+a(,;;ydy+aavydz)dt (III,23)
2+ dz + v, dt+(aa”’ z+ %l;zd + %”‘d 2)dt

. - . LY 14 a
On peut maintenant ajouter et soustraire a la premiére coordonnée : ——dydt et

2 0z

;%vz dzdt et cette opération conduit a :
2+ dz + vpdt + DZdudt + [l(avy + 5 90 a0 )y + (3”’ a”‘ = )dz]dt
Oz Oz (II1,24)
[l(av’ av’)d = 1(% %z ]dt ’
0z 2% 0z Oy) v
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On obtient des expressions semblables pour les deux autres coordonnées. Les trois expres-
sions obtenues sont rassemblées au tableau 2.

On reconnait dans ces expressions les termes associés aux mouvements de translation,
dilatation, déformation angulaire et rotation.

I11.8. Le taux de déformation

L’expression des taux de déformation a été introduite en examinant les mouvements
généraux de particules fluides en deux ou trois dimensions. Nous allons maintenant
démontrer que les expressions définies plus haut permettent effectivement de déterminer le
taux de variation de la longueur d’un segment matériel par unité de longueur
et de temps. La démonstration élémentaire que nous allons présenter est adaptée de
Whitaker 1968. On trouvera des exposés plus détaillés dans les traités de mécanique des
milieux continus (par exemple Fung 1965, Germain et Muller 1986).

Pour déterminer le taux de déformation en un point nous considérons un segment
matériel élémentaire de longueur és. Les extrémités de ce segment sont M et N, la
position courante du point M est représentée par z; et celle du point N par z; + éz;.
Si le fluide considéré effectuait un mouvement identique & celui d’un solide, le segment
MN subirait une translation et une rotation mais sa longueur resterait constante. Dans
le cas général, la longueur de ’élément M N varie. Nous allons ici calculer le taux de
déformation de ce segment, c’est-a-dire le taux de variation de la longueur du segment par
unité de longueur et de temps. Le taux de déformation au point M dépend de la direction
matérielle considérée. Soit b le vecteur unitaire tangent & la ligne matérielle MN. Les
composantes b; de ce vecteur sont données par :

b; = lim — (II1,25)

Nous définissons le taux de déformation pour la direction b par I’expression suivante :
III,26
= Jim [ 2(65)) (II1,26)

ou d/dt représente la dérivée matérielle.
Pour calculer €, nous utilisons :

(85)% = 6z:6z; (II1,27)

et une variante de (III,26) :
1

i III,28
€= 613—-»0[2(6 )2 dt( s)'] (IT1,28)

On a donc : L1
= li II1,29
e = tim [5G dt(&c 62:)] (I11,29)

soit en développant :
d

€= hm {9(5 7 [5:1:, (6:r,~) + 5:c,~a—t(5w,~)]} (I11,30)
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Les deux termes entre crochets sont identiques de telle sorte que :

€= l1m [(5 2 5w,dt(5:c,)] (II1,31)

Considérons a présent d(dz;)/dt. Nous savons que dz; représente la différence des positions
des points matériels M et N:

bz; =xi(N)—zi(M) (I11,32)
et on peut donc écrire :
4 520) = Lai(V) = Lai(M) = vi(V) — vi( M) (II1,33)
g (0oi) = gt T ' ’

ou vi(M) et v;(N) sont les composantes des vitesses des points M et N.

Pour évaluer cette différence, nous effectuons un développement en série de Taylor autour
du point N :
Ov;

’U,‘(N) - v,'(M) = 5’0,’ = a

—éz; + T.0.5.% (II11,34)
Dans ces conditions, ’expression de € devient :

e= lim | 1 Ovi

III1,35
§s—0" (63 )2&:' -623] (111,35)

soit, en utilisant la définition du vecteur unitaire b tangent a la direction matérielle con-

sidérée : 5
v
—2b;b; III, 36
a.'lfj J ( )

Ainsi le taux de déformation dans la direction b est déterminé par le gradient de vitesse
local Qv;/0z; et par les composantes b; de la direction considérée.

L’expression obtenue est tres semblable & celle de la contrainte qui s’exerce sur un plan de
normale n; suivant la direction de la normale elle-méme. En effet, la contrainte qui agit
sur un plan de direction normale n; a pour expression :

t(n) = n,-T,-jej (III,37)

€ =

et la projection de cette contrainte suivant la normale est :
t(n).n =n;Tijn; = T;jn;n; (III, 38)

Ainsi ’état des contraintes dans un fluide est déterminé par le tenseur T;; et I’état des
taux de déformation par le tenseur Ov;/0z;.

Il est intéressant de réécrire le tenseur Ov;/0z ; en faisant apparaitre ses parties symétrique
et antisymétrique :
ov; 10 Ov;. 1,0 0
=3t ) Yl ) (I11,39)
oz ; i 20z oz;

* Note : T.0.S. signifie termes d’ordre supérieur
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Le premier terme est précisément le tenseur des taux de déformation et il est symétrique :

d“_l(av, 8v1)

Y 2% 0z ; * Bz, (III,40)
dij =dji

Le second terme est le tenseur des taux de rotation et ce tenseur est antisymétrique :
1 0v; Ovj

02 ==(— —

! 2(3:,:,- a:c,-) (III,41)
2;; =—92j;

On peut facilement montrer que seul d;; intervient dans la détermination du taux de
déformation €. On a en effet :

Ov;

e = —b;bj = d;jbibj + 12;b:b; (III,42)
Oz;

Considérons a présent le terme §2;;b;0;. Ce terme peut s’écrire sous la forme :
1 1
Q,‘jbibj = TZ'-Qijbibj + E.Qijb,'bj (III, 43)
ou encore en permutant les indices muets 7 et j du second terme du membre de droite :

02;bid; =—.(Z,,bb += rz,,b b;
(III,44)

=-2-(9,-,- + 425:)bid;

Comme £2;; est antisymétrique §2;; + §2j; = 0 et par conséquent §2;;b;b; = 0.
En définitive le taux de déformation dans la direction b; est déterminé uniquement par le
tenseur des taux de déformation d;; :

e = dijb;b; (II1,45)

Les composantes des tenseurs des taux de déformation et de rotation sont données aux
tableaux 3,4,5.

Exemple : les taux de déformation pour I’écoulement de Couette

Pour illustrer le résultat obtenu plus haut, considérons le taux de déformation dans I’écou-
lement de Couette.

Dans ce type d’écoulement, le vecteur vitesse reste dans un plan et la vitesse varie linéaire-
ment :

vy =Uo(y/h)

vy =v, =0

Nous allons maintenant calculer les taux de déformation pour les trois directions représen-
tées sur la figure 9.
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Uo

y=h

y=0

Figure 9. Ecoulement de Couette plan. Le profil de vitesse est linéaire.

Pour la premiere direction, le vecteur b unitaire est parallele & 'axe des =z : b; = 1,
b2 = 0, bg =0.
Ce taux de déformation dans cette direction est donné par :e; = d;;b;b; = dy3, soit :
ov,
€ = =0
17 o
Le taux de déformation dans cette direction est identiquement nul :
1d
€ s
1S S ) =

Con51derons A présent la direction 2 paralléle & I’axe y. Cette fois by = 0,by = 1,b3 =0 et

= d;;b;bj = da3, soit :

Le taux de déformation suivant cette direction est aussi identiquement nul.

Considérons maintenant la direction #. Les composantes du vecteur unitaire dans cette
direction sont : by = cos 8, by = sinf, b3 = 0 et le taux de déformation a pour expression :
€9 = dllb% + di2b1b2 + da1b2by + d22b%, soit :

€9 = dyq c0s?0 + (dyg + day)sinf cos 0 + dao sin? 6

ou encore : 5 5 5 .
€9 = 01: cos? § + (=2 vy+ vl)s1n9cos€+a—ysm 0
Cette expression donne finalement :
1 d Ov,
= ——sinfcosd
€g = 5os dt( bsg) = 5y sin 6 cos

Le taux de déformation est nul pour les directions § = 0 et 7/2 et passe par un maximum
pour 8 = /4 :
ldv, 1lu,

§dy 2 h

€4=2 =
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Tableau 1 . Mouvement d’une particule fluide en deux dimensions.

ou 1 Ou 1 0v Ou
—dzdt b o (— - =
z + dz + udt + 529% + = (a )d d (B:c 99 )dydt
ov 1 Ou 1, 0v u
—d t —
y + dy + vdt + 52 ydt + (a )d d +2(6 ay)d:cdt
Coordonnées Trans- Dilatation Déformation Rotation
initiales lation (cisaillement)
Ou ov 1 0u Ov
Tz = [ d = 3 0z = z = Z\5— -
sz = 5, w =gy dee =de =355+ 5

Tableau 3 . Le tenseur des taux de déformation en coordonnées rectangulaires.
Représentation matricielle.

v, Ov, O Ov,  Ov,

R =

v Vg v Ve

d= §(a§*’ay) e §(5i*'ay)
1/0v, Ovg 1/0v, Ov, Ov,
5(3 52) §(ay'*5?) EP

Tableau 4 . Le tenseur des taux de rotation en coordonnées rectangulaires.
Représentation matricielle.

ov, v, ov, O,

. Oa (;? %J Jfé?‘éé)
v Ve z

o[ 3t T iy
—-(é?-'éf) §<5; 53) 0
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Tableau 5 . Composantes du tenseur des taux de déformation.

Coordonnées rectangulaires (z,y, z)
Ov Ov Ov
dyp =22 g Py g P
Oz > dyy dy »d 0z
1/0v, Ov 1/0v Ov 1/0v, Ov
dz= r — = z —y zz = 2 = = d ——i z=z=—_—}i z
v =dy 2(3y+3x)’d d 2(0z+0y>’dy dy 2(az+0y)
Coordonnées cylindriques (r, 6, z)
ov, _10vs | v, _ Ov,
drr =g doo = 155 T de =,
1. 0 vy 1av,
dro = dor = S[ro-(—") + ~ 551,
1/0vg 10v, _ _1/0v,  Ovr
dox = duo = 5 (7 + 55 ) der = b = 5 (T + )
Coordonnées sphériques (r, 6, ¢)
ov, 1 0vyg 1 5'04, vr vgcoth
drr = -, = —-—— =
or dos r 06 + %= I sind 845 r
1 8 Vg 1 8vr 1 sm9 0 1 Ovg
dr = r= - - y
0 = dor = [r ( )+ ] dog = dgo = 2[ r 80(sm9)+rsm0 8(}5]
1 1 3 U¢
dor = dry = 2[rsm90¢ rhT —( r
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Tableau 6 . Composantes du rotationnel des vitesses.

Coordonnées cartésiennes

Ov, Ov
we =(V xv); = By sz-
v, Ov,
wy =(VX®)y = 5~ 52
ov Ov,
w,:(va)z=a—xy— ay
Coordonnées cylindriques
10v, Ovg
wr=(V X0 =2%6 "
Ov, Ov,
wo =(V x v)o = 5 = at
10 1 0v,

w, =(V xv),=-

o) T e

Coordonnées sphériques

1 1 Ovg

wr =(V x v)r = rsm(969(v¢ sinf) = rsinf 0¢
1 avr 1 8

we =(V X v)g = rsin9 0¢ rar( rvg)

w, =(V xv)y = (r 9) — _l_av,-
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Chapitre IV : Théoréme de transport 7

CHAPITRE IV

THEOREMES DE TRANSPORT

IV.1. Introduction

L’écriture des équations de bilan de masse, de quantité de mouvement et d’énergie pour
un fluide en mouvement peut étre effectuée de facons trés diverses. On peut par exem-
ple définir un systéme fluide isolé séparé du milieu extérieur par une surface imaginaire,
considérer les interactions entre ce systéme et le milieu extérieur qui I’entoure. On déduit
ainsi les équations de bilan qui régissent ce systéme.

On peut aussi utiliser comme base la notion de volume de contrdle. Le volume de
controle peut étre fixe ou mobile, il peut suivre le fluide en écoulement. Son mouvement
peut également étre arbitraire. Une fois le volume de contréle spécifié, on peut écrire
les équations du mouvement & ’aide des théorémes de transport. Ces théorémes ont la
forme d’expressions générales dont le domaine d’application dépasse largement celui de la
mécanique des fluides.

L’écriture des équations de bilan est facilement effectuée a l’aide de ces théorémes. La
méthode est systématique et elle peut étre généralisée a des situations plus complexes
comme celles des écoulements diphasiques et polyphasiques, des milieux hétérogenes et
réactifs.

La notion de volume de contrdle et les théoremes de transport sont présentés dans ce
chapitre en vue de leurs applications a l’analyse des bilans de masse, de quantité de mou-
vement et d’énergie qui sont envisagés aux chapitres V et VI.

Bibliographie
Les théorémes de transport sont démontrés de fagon rigoureuse par Aris 1962 et par Trues-
dell et Toupin 1960. L’utilisation de ces relations pour ’écriture des bilans fondamen-

taux est bien illustrée par Whitaker 1968. On trouvera des applications aux écoulements
diphasiques dans le livre d’Ishii 1975.
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IV.2. Volumes de contrdle et surfaces de contréle

Un volume de contréle est un volume imaginaire limité par une surface fermée. La surface
qui limite le volume de contréle est appelée surface de controle. Le volume et la surface
de contrdle peuvent étre fixes ou mobiles. Le fluide peut entrer et sortir du volume de
controle. g

La figure 1 illustre le concept de volume de contréle. La figure la) représente un volume
de contréle fixe dans I’espace. Nous désignerons ce type de volume par V et la surface de
contréle fixe qui le limite par A.

Figure 1 a). Un volume de contréle fixe et la surface de contrdle qui le définit.

La figure 1b) montre un volume de contréle matériel. Ce volume se déplace avec le fluide,
et la vitesse en un point de la surface est égale a la vitesse locale du fluide V. Les volumes
matériels seront désignés par Vi,(t) et les surfaces de controle matérielles par An(t).

V, (t) Vin (13)

3

Figure 1 b). Un volume matériel a trois instants dans le temps. La vitesse
de la surface de contréle est égale a la vitesse locale du fluide.

Dans certains problémes, il est commode d’utiliser un volume de contrdle mobile et arbi-
traire que nous désignerons par V,(t). La surface de controle associée sera représentee par
A, (t) et la vitesse de la surface sera w.
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La figure 1c) donne un exemple de volume de contréle arbitraire.

o

U
H#E D

I

|

|

Figure 1 ¢). Un volume de
contréle arbitraire Vg ().
La surface de contréle
A (1) gl
a A'BCD' est fixe, la surface
A'AHGFEDD' est mobile.

AI

\ ‘{l(t)
C

IV.3. Théorémes de transport et équations de bilan

A partir de la notion de volume de contréle nous allons maintenant formuler des théoremes
de transport. Ces théorémes ont un intérét trés général et constituent un outil particuliere-
ment utile dans beaucoup de problémes de mécanique des fluides. Ces théorémes permet-
tent par exemple d’établir les équations du mouvement de maniére concise. Ces théorémes
sont aussi utiles quand on considére des situations d’écoulement nouvelles, par exemple
lorsque le fluide est constitué par deux ou plusieurs phases (écoulements diphasiques ou
polyphasiques).

Pour rendre ’exposé plus progressif, nous donnerons I’expression du théoréme de transport
en une dimension, puis nous présenterons le théoréme de transport pour un volume V,(t)
arbitraire. Le cas particulier d’un volume matériel sera ensuite envisagé.

IV.3.1. Théorémes de transport en une dimension

Soit f(z,t) une fonction dépendant de la coordonnée spatiale z et du temps ¢. Nous con-
sidérons un intervalle de ’axe réel [a(t), b(t)]. Le théoréme de transport en une dimension
a pour expression :

d [*® °® of db da
- t)dz = bR - _ =
G, fene= [ G005 - fang (av,)

Démonstration : Pour démontrer cette expression on peut remonter a la définition de
l’opération de différentiation. Ainsi :

d [t LGED b(t)
— f(z,t)dz = lim —/ f(z,t+ At)dz — z,t)dz IV,2
), fene=fm gl Cseisand = [ Cieodd (1%
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A f

0 a(t) a(t+Ar)

Figure 2. Dans Ul'intervalle At, l'intégrale de la fonction f(x,t) augmente de la

b(1)

surface représentée en grisé et diminue de la surface hachurée.

Cette relation est représentée graphiquement sur la figure 2 :

On peut maintenant ajouter et retrancher du second membre :

b(t+At
/a(t+At)

On obtient ainsi :

d o 1 b(t+At) :
— fa:,td:z=lirn-—/ z,t+ At) — f(z,t)]dr
i o, S 0de=tim Ut A = fz0)
b(t+ At) b(%)
+/ f(z,t)dz — f(z,t)dz]
a(t+At) a(t)
d [* 1 b(t+At)
— fl(z,t)de = lim —
dt a(t) ( ) At—0 At[ a(t+At)
b(t+At) a(t+At)
+/ f(:v,t)dx—/ f(z,t)dz]
b(t) a(t)

Nous avons a prendre la limite de trois termes. Considérons le premier terme :

b(t) af
—dzx

LGED
lim ——-/
At=0 At Jy (41 a0

Le deuxiéme terme devient :

oyt + At) = f(z, D)dz = / .

b(t+ At)

)
f(z,t)dz

[f(z,t+ At) — f(z,t)]d=z

e e = (0,

D

b(t+At)

ot

(IV,3)

(IV,4)

(IV,5)

(IV,6)

(IV,7)



Chapitre IV : Théoréme de transport 81

et de facon analogue le troisiéme terme prend la forme :

) 1 [e(t+ay da o
fm g [, A= @i (1V,8)
En définitive :
d o B(1) g f &b N
d " Jaw Ot 5~ fletg Iv,9
dt Ja@) flzt)ds /a(t) 59 +f(bt)Z — fla, )7 (Iv,9)

et on retrouve ’expression & démontrer. La relation précédente est facile & interpréter :

Taux de variation de Intégrale sur [a,d]
l'intégrale de f sur ={ du taux de variation ) + ¢ Flux de f en b
lintervalle [a, 8] de f

—<{¢Flux de f en a (IV,10)

IV.3.2. Théoréme de transport pour un volume

Le théoréme de transport pour un volume est parfois appelé régle de Leibnitz. Soit un
volume de contréle V,(t) limité par une surface de controle A,4(t). f est une fonction f(z,t)
définie sur le volume V,(t). Le taux de variation dans le temps de I'intégrale

f(z,t)dV (IV,11)
Va(t)
est donné par ’expression :
i f(z,t)dV = ng + / fw.ndA (IV,12)
dt Jv. Va(t) Ot Aa(t)

ol w désigne la vitesse locale de la surface de contréle et m est la normale extérieure.

L’expression que nous venons de donner est directement interprétable sous la forme :

Taux de variation de Intégrale sur V,(t)
I'intégrale de f ={ de la variation de f
sur le volume V,(t) par rapport au temps

+<{ Flux de f & travers la surface A,(t)
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Cette expression est aussi trés proche de celle que nous avons déja donnée en une dimension

(comparer (IV,12) et (IV,1)).

Démonstration : La démonstration de (IV,12) est trés semblable a celle que nous avons
présentée plus haut. Il faut d’abord remonter a la définition de la dérivée :

d

— f(a:,t)dV = lim —[/ f(a:,t + At)dV _ / f(:t, t)dV] (IV, 13)
dt Vi (t) At—0 V. (t+At) Va(2)

Une représentation graphique de la relation précédente est donnée a la figure 3.

Figure 3. Le volume de contrile aux instants t et t+ At. Sur la ligne C, le produit
n.w estnul.

Nous désignons par V,(At) le volume balayé par la surface A,(t) et qui se retrouve a
I'instant t + At & l'intérieur du volume de contréle V,(t + At).

Nous désignons par V3(At) le volume balayé par la surface A4(t) et qui se retrouve a
Iinstant ¢ + At & D’extérieur du volume de contréle V,(¢t + At). On peut donc écrire :
Va(t + At) = Vo(t) + Va(At) — Vi(At).

La surface de contréle peut étre divisée en deux parties A;(t) et Aa(t). A1(t) est la surface
qui balaie le volume V;(At), A2(t) est celle qui balaie V5( At).

Ces deux parties de la surface A,(t) sont séparées par la ligne sur laquelle n.w = 0. Sur
A;(t), on a n.w < 0 et au contraire sur A,(t),n.w > 0.
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On peut donc écrire :

d
— f(z,t)dV = hm — f(a: t+At)dV+/ f(z,t + At)dV
dt Jv, (o At—0 At Va(At)
—/ f(a:,t+At)dV—/  f(=z,t)dV] (IV,14)
Vl(At) Va(t)
En combinant les premier et quatriéeme termes de cette expression :
lim -——[(1) -4)]= ng (IV,15)
At—o At Vot Ot
Considérons a présent le second terme :
1
2) = — t+ At)dV IV, 16
1@ = Jim g [, T 29 i

Nous allons remplacer l'intégrale de volume par une intégrale sur la surface Az(t). Pour
cela on peut noter que 1’élément de volume dV est balayé par un élément de surface dA;

pendant l'intervalle de temps At (figure 4) :

dV = (w.nAt)dA,

Ay (1+At)

Figure 4. Volume élémentaire balayé dans le mouvement de la surface

de controéle.

(IV,17)
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et on peut donc écrire :

lim (2) = lim i/ f(z,t + At)w.ndAAL
Aa(1)

At—0 At—0 At
=/ f(z,t)w.ndA (IV,18)
A2(1) .
De méme :
lim (3) = — lim i/ f(z,t + At)dV =/ f(z,t)w.ndA (IV,19)
At—0 At—0 At Vi(At) A1 ()
En rassemblant les expressions (IV,15, IV,16 et IV,19) on obtient :
f(=z,t)dV = 8de +/ f(a:,t)'w.ndA+/ f(z,t)Yw.ndA (IV,20)
Va(®) AORL Ax(1) A1)
soit encore :
d of
— flz, )V = —dV + fw.ndA (IV,21)
dt Jv, Vit O Aa(t)

IV.3.3. Corollaires du théoreme de transport

(1) Considérons d’abord un volume de contrdle fixe. Dans ce cas w = 0 et on peut écrire :
— / f(z,t)dV = / 3de (IV,22)

(2) Le volume de controle est maintenant un volume matériel. Dans cette situation w = v,
la vitesse de la surface est la vitesse locale du fluide. On a alors :

4 f L)V = / 9 v + / fv.ndA (IV,23)

(3) Considérons & présent un volume arbitraire V,(t) et un volume matériel Vi, (¢) et
supposons qu’a l'instant ¢ les deux volumes co'incident. On peut écrire d’une part :

d
= fdV = o v+ / fw.ndA (IV, 24)
A Va(t) 5 Aa()
et d’autre part :
4 fdV = / v+ / fo.ndA (IV,25)
dt Jv,. (1) Vin(r) OF Am(t)

Comme V,(t) = V,,(t) et A4(t) = An(t) & l'instant ¢ on peut en retranchant (IV,24) de
(IV,23) écrire :
d d

ad fdv + / f(v — w).ndA (IV,26)
dt Jv,.(v) Tt Jyy Ad(t)
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(4) Le second membre du théoreme de transport peut s’écrire sous forme d’une intégrale
de volume. Pour effectuer cette transformation il suffit d’utiliser le théoreme de Green-
Ostrogradsky :

/ fv.ndA = V.(fv)dV (IV,27)
A (t) Vi (t)
et le théoréme de transport devient :
4 fdv = ?—f-dV + V.fvdV (IV,28)
dt Jv,u () V(1) Ot Vin (1)

IV.3.4. Premiére application

Considérons la fonction f(z,t) = 1. On peut spécialiser le théoréme de transport (IV,23)
a cette fonction :

4 / dVv = / v.ndA (IV,29)
dt Jv,.() Am(®)
ou encore : p
— dv = V.vdV (IV,30)
At Jvmt) Vm()
L’intégrale du premier membre n’est autre que le volume Vp,(%). Ainsi :
iVm(t) = / V.vdV (IV,31)
dt V()

Considérons & présent un volume de controle élémentaire §Vi,(t). L’expression précédente
s’écrit dans ce cas : p

a&Vm(t) = (V.0)6V,(1) (IV,32)
soit :
! iSVm(t) =V.v (IV,33)
OV (t) dt

Le taux de variation relatif du volume élémentaire §V;, est donné par la divergence de la
vitesse v. Lorsque la divergence de la vitesse est positive, le volume matériel augmente,
et le mouvement correspond & une détente; lorsque la divergence est négative, le volume
matériel diminue et le fluide est comprimé.

IV.3.5. Deuxiéme application

Les théorémes de transport ont été établis pour une fonction scalaire f. Nous aurons
besoin, par la suite, du théoréme de transport pour un vecteur. Considérons ici un vecteur
b(z,t) et cherchons a déterminer :

= b(,t)dV (IV, 34)
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La procédure la plus simple consiste & projeter le vecteur b sur un systéme d’axes cartésien
fixe : b = bye; + bye, + bses puis a écrire le transport de chacune des composantes :

7 i il i)
e bdV = es > b dV + eq— bodV + e3— bsdV IV,35
dt Jv, () Yat Ju, 2dt Jy,) Ydt Jy,m) ( )

ou encore :

d ob, 0b,y 0b;
= = Lav =2 23
dt Aﬂ(t) de (5} Lﬂ 6t + €9 /;/a Bt dV + €3 [/a Bt dV

+es / by(w.n)dA + e / by(w.n)dA + €5 / by(w.n)dA (IV,36)
A, A,

Aa
Cette expression peut s’écrire sous la forme condensée :

b
4 bdV = / b v+ / b(w.n)dA (IV,37)
dt Jv, ) Va(r) O Aa (1)

Le théoréme de transport pour b présente une forme semblable & celui obtenu pour f.

Le tableau 1 récapitule les principaux résultats de ce chapitre.

Tableau 1. Théoremes de transport

1. Volume de contréle arbitraire
Soit f = f(x,t) et un volume de contrdle V,(t) limité par la surface de contrdle
Au(t). w désigne la vitesse de la surface A,(t) .
d of

ad FdV = / DTav + / Fw.ndA
dt Jv, Va(r) Ot Aa(t)

2. Volume de contrdle matériel
d af
— fdv =/ —dV+/ fv.ndA
dt Jv,,.(1) Vin(t) Ot Am(?)

3. Volume fixe
d of
E./vfdv =/, _87dv

4. Le volume matériel V,, et le volume V,
coincident & 'instant ¢

d d [
— fdV = — de+/ f(v—w).ndV
dt Jv,.(1) dt Jv, () Ad(t)
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CHAPITRE V

EQUATIONS FONDAMENTALES DE LA DYNAMIQUE
DES FLUIDES. I

V.1. Introduction

Les équations de bilan de la mécanique des fluides sont établies dans ce chapitre et le
suivant. Pour écrire ces équations, on doit faire appel a la notion de dérivée matérielle in-
troduite au chapitre II, aux expressions du tenseur des taux de déformation du chapitre III
et aux théorémes de transport du chapitre IV. Différentes méthodes peuvent étre utilisées
pour obtenir les équations fondamentales de la mécanique des fluides. Nous suivrons ici
deux approches. Dans la premiére, on considére un volume de contréle matériel et on
analyse la variation dans le temps de la masse, de la quantité de mouvement et de ’énergie
contenues dans ce volume. L’écriture d’équations locales & partir des bilans globaux cor-
respondant & un volume matériel quelconque nécessite la transformation de tous les termes
en intégrales de volume. Cette opération est facilement effectuée a I’aide des théoremes
de transport et de la relation de Green-Ostrogradsky. Dans la deuxiéme approche on con-
sidére un volume de contrdle élémentaire fixe. On utilise en pratique un pavé élémentaire
dont les cotés sont Az, Ay, Az et dont I'un des sommets se trouve au point (z,y,2). On
exprime pour cet élément les flux entrant et sortant par les facettes ainsi que la variation
instationnaire dans le pavé de la propriété dont on souhaite établir le bilan. Cette méthode
élementaire est facilement appliquée dans un systéme de coordonnées cartésiennes mais on
peut aussi utiliser des volumes élémentaires adaptés a des géométries particulieres (par
exemple une couronne si 'on s’intéresse & un écoulement axisymétrique). Les équations
obtenues dans un systéeme de coordonnées particuliéres peuvent étre écrites sous forme
intrinséque a l’aide des opérateurs vectoriels classiques. On retrouve ainsi les équations
de conservation déduites de fagon plus générale par l’analyse des bilans sur un volume
matériel quelconque.

Le bilan de masse est développé a la section 2. Une forme spéciale du théoréme de trans-
port, le théoréme de Reynolds est présentée a la section 3. Le bilan de quantité de mou-
vement est analysé a la section 4. Ce bilan fait intervenir le vecteur contrainte qu’il faut
exprimer en fonction de la pression et du tenseur des contraintes visqueuses. On doit pour
cela utiliser les résultats de ’analyse de I’état des contraintes dans un fluide. Cette analyse
est menée dans ’annexe A.
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Les équations de Navier-Stokes, ’équation de bilan pour ’énergie cinétique et les diverses
formes du bilan d’énergie sont présentées au chapitre VI.

Bibliographie

Les équations fondamentales de la mécanique des fluides sont établies dans de nombreux
ouvrages de base. La méthode la plus couramment utilisée est celle du volume de contrdle
élémentaire comme par exemple dans Bird, Stewart et Lightfoot 1960, Cebeci et Brad-
shaw 1977, Shapiro 1953, Tsien 1958, Liepmann et Roshko 1957. Whitaker 1968, Barrere
et Prud’homme 1972, Kuethe et Chow 1986 utilisent des volumes de contréle fixes ou
matériels.

V.2. Conservation de la masse

V.2.1. Forme locale

Considérons un volume matériel V,,(t). La masse contenue dans ce volume est :
m = pdV (V,1)
Vi (2)

ou p désigne la densité locale. Si le volume matériel ne contient ni sources ni puits, la
masse qui se trouve dans V;,,(t) est constante et on peut écrire :

d d
priiidader /V,,.(t) pdV =0 (V,2)
Nous pouvons maintenant appliquer le théoréme de transport au volume Vp,(t) :
d / dp
— pdV =/ —dV +/ pv.ndA V,3
dt Jy,.b) V(t) Ot Am(t) 3
et d’apres (V,2) on peut écrire :
0
/ 22av +/ pv.ndA =0 (V,4)
V(1) O Am(8)

Si le volume V;,,(t) ne contient pas de surface de discontinuité, I’intégrale sur la surface A,
peut étre remplacée par une intégrale de volume et le théoreme de Green-Ostrogradsky

permet d’écrire :
/ pv.ndA =/ V.pvdV (V,5)
Am(2) Vim ()
Dans ces conditions, (V,4) devient :

dp
£ 4+ V. pv]ldV =0 V.6
/v,,.(t)[at pv) (V,6)
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Le volume d’intégration est arbitraire et par conséquent 'intégrande doit étre identique-
ment nul :

%Jrv.pv:o | V,7)

Cette équation locale exprime la conservation de la masse. Elle est applicable en tout point
d’un fluide continu ne contenant pas de sources ou de puits.

L’équation (V,7) est souvent désignée sous le nom d’équation de continuité. On peut
Pécrire sous une forme légerement différente en développant V.pv.

D’aprés une identité vectorielle classique :

V.pv=pV.vo+v.Vp (V,8)
En substituant cette relation dans (V,7), on obtient :
0
a—':+v.Vp+pV.v =0 (V,9)
Cette expression fait apparaitre la dérivée matérielle :
dp Op
—_— == v
i TV (V,10)
et on peut écrire (V,7) sous la forme :
d 1d
d—f +pV.wv=0 ou encore ;:i% =-V.w (V,11)

V.2.2. Autre démonstration, bilan de masse sur un volume élémentaire

Nous allons donner ici une autre démonstration de 1’équation de continuité qui ne s’appuie
pas sur le théoréme de transport. Les calculs sont plus lourds et cette deuxieéme méthode
de démonstration n’a pas notre préférence.

Nous considérons maintenant comme volume de controle un cube élémentaire fixe. Le
systéme de coordonnées cartésiennes utilisé Oryz a ses axes paralléles aux c6tés du cube.
Le volume du cube est AzAyAz. On va maintenant écrire le principe de conservation de
la masse sous la forme :

Taux de variation de Débit massique pénétrant )
la masse contenue dans p = dans le volume ’
le volume AzAyAz Az AyAz J

Débit massique sortant )

— du volume b

Az Ay Az J
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Le terme qui apparait au premier membre peut s’écrire sous la forme :
0
a(prAyAz) (V,12)

Considérons & présent la facette AzAz située en y. Le débit masse qui pénetre a travers
cette facette est :

puylyAz Az . (V,13)
Le débit sortant de la facette Az Az située en y + Ay est :
poyly+ayAz Az (V,14)

Figure 1. Volume de contréle élémentaire. Ce volume fixe est utilisé pour
effectuer des bilans de masse et de quantité de mouvement.

On peut faire un raisonnement analogue pour les quatre autres facettes, puis écrire le bilan
suivant :

0
E(pAwAyAz) =[pvzlz - Pvz|z+Az]AyAz

+pvyly = pvyly+aylAzAz (V,15)

+pv:|: — pv:|:4a:]AzAy
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On peut encore écrire :
%(prAyAz) S %(pvz)AxAyAz + O(Az? AyAz)
_ a%(pvy)AxAyAz + O(Az Ay Az)
- %(pv,)AmAyAz + O(Az Ay Az?) (V,16)

ott O(Az?AyAz) désigne un terme de P'ordre de Az?AyAz.

Il reste & diviser par AzAyAz puis & prendre la limite Az — 0, Ay — 0,Az — 0. Ces
opérations conduisent a :

dp 0 0 0 _
3t T aeU T gyt T g =0 (V217)
soit encore :
dp

On retrouve bien ’équation (V,7) présentée plus haut. La démonstration est ici relative-
ment simple. Les calculs se compliquent sensiblement lorsque ’on cherche & appliquer la
meéme méthode aux bilans de quantité de mouvement et d’énergie.

V.2.3. Formes macroscopiques

Dans beaucoup d’applications pratiques, il est plus commode d’utiliser une forme macro-
scopique des équations de conservation.

Une premiére expression macroscopique simple peut étre obtenue en reprenant I’expression
(V,4) reproduite ci-dessous :

)
/ —”dv+/ pv.ndA =0 (V,19)
V(1) Ot Am(®)

Considérons & présent un volume fixe V coincidant avec V,,(t) & linstant ¢. On a :
(Vim(t) =V et A,(t) = A, et Pexpression (V,19) peut aussi s’écrire :

/ @dV-i-/ pv.ndA =0 (V,20)
v ot A

Une forme plus sophistiquée, intéressante dans certaines circonstances, peut étre déduite
de la variante (V,4) du théoreme de transport. On a en effet :

d fdv = 4 fdV + f(lv—w)ndA =0 (V,21)

dt Jv,.(1) dt Jv, (1) Au(t)

En spécialisant cette expression & f = p on obtient :

d
—/ pdV + / p(v—-—w)ndA=0 (V,22)
dt Jv, () Aa(t)
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V.3. Une forme spéciale du théoreme de transport
Le théoréeme de Reynolds

Considérons le théoréme de transport pour un volume matériel écrit sous la forme :

d )
2 / fdV = / & L poyav (V,23)
dt Jv, (1) Va(t) Ot
Spécialisons cette expression a une fonction f = p®.
Ona: p 3
— / p®dV = (=p® + V.pov)dV (V,24)
dt Jv,.. (1) V(1) Ot
que ’'on peut écrire en développant le second membre :
d / / Op 0
— ®dV = — + V.pv) + p(—=— +v.V®)}dV V,25)
il =[G e ) (
Le premier terme entre crochets est nul et le second fait apparaitre la dérivée matérielle
de¢'d¢—6¢+vvfb
Tdt ot
Ainsi : p 55
— ®dV = / —dV V,26)
dt [fm(t) ’ Vatty ! dE (

Cette expression est souvent désignée dans la littérature (par exemple Whitaker 1968) sous
le nom de théoréeme de Reynolds.

V.4. Equation de conservation de la quantité de mouvement

V.4.1. Introduction

Considérons & nouveau un volume de contrdle matériel Vi,(t). La quantité de mouvement

contenue dans ce volume est :
/ podV (V,27)
Vim (t)

Le principe fondamental de la dynamique indique que la variation de quantité de mouve-
ment de ce systéme matériel est égale & la somme de toutes les forces extérieures qui lui
sont appliquées.

d

ot vdV = F V,28
- /V . (V,28)

Dans la plupart des situations (classiques), deux types de forces agissent sur le fluide
contenu dans V,, :
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(1) les forces de volume que ’on peut exprimer sous la forme :
/ pgdv (V,29)
Vin (1)

(2) les forces de surface qui agissent par l'intermédiaire de la surface A, (t). Nous écrirons
ce type de forces sous la forme : '

/ t(n)dA (V,30)
Am(t)
Dans cette expression, n désigne la normale extérieure et :

§f =t(n)dA (V,31)

représente la force élémentaire qui s’exerce sur ’élément de surface dA de normale n et
t(n) est le vecteur contrainte agissant sur dA.

L’expression (V,28) peut donc s’écrire sous la forme :

4 / pvdV = pgdV + / t(n)dA (V,32)
dt Jv,.1) Vi (2) Am(D)

Pour simplifier cette premiére présentation des équations de la mécanique des fluides, nous
allons projeter 1’équation précédente sur les axes d’un systéme cartésien fixe.

La projection sur l’axe i(: = 1,2,3) a pour expression :

4 / pvidV = / pgidV + / ti(n)dA (V,33)
dt Jv,.(t) Vi (1) Am(t)

Dans cette expression, t;(n) désigne la projection sur I’axe ¢ du vecteur contrainte. Pour
continuer, il faut écrire ¢;(n) de facon plus explicite. On a besoin pour cela de résultats
fondamentaux de la mécanique des milieux continus.

V.4.2. Résultats principaux de I’analyse de 1’état des contraintes dans un milieu fluide

Une analyse détaillée de 1’état des contraintes est effectuée a ’annexe A. Cette analyse
conduit aux résultats suivants :

ti(n) =T;jn; la notation d’Einstein est utilisée ici
et
T;; =Ty (:=1,2,3 et 7=1,2,3) (V,34)

La premiére expression indique que la composante i du vecteur contrainte est donnée
par le produit scalaire du tenseur des contraintes T dont les composantes sont T;; et du
vecteur normal n de composantes n;. La seconde expression indique que le tenseur T;; est
symétrique.
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Pour fixer les idées, nous donnons ci-dessous les expressions des trois composantes du
vecteur contrainte sous forme totalement explicite :

ti(n) =T1ing + Tigne + Tisns
t2(n) =Toiny + Taang + Tozns (V,35)
t3(n) =T31n1 + T32nz + T33ng

D’un point de vue physique, il est intéressant de décomposer la contrainte ¢ en deux par-
ties :

e la contrainte associée a la pression,

¢ la contrainte associée aux forces visqueuses.

La pression agit de facon isotrope et sa valeur ne dépend que de I’état thermodynamique
du fluide. Les contraintes visqueuses sont au contraire essentiellement liées a I’état de
déformation du fluide. On peut écrire dans ces conditions :

Ti; = — pdij + Tij (V,36)
Tenseur des Tenseur des Tenseur des
contraintes contraintes contraintes
associées visqueuses

a la pression

La projection du vecteur contrainte sur ’axe 7 est alors donnée par :

ti(n) = (=pdi; + mij)n; (V,37)
soit encore :
t,-(n) = —pn; + Ti;n; (V, 38)
En clair cette expression s’écrit :
ti(n) = — pny + T1ang + Ti2n2 + T13N3
t2(n) = — pna + Ta1n1 + Te2n2 + T23n3 (V,39)
t3(n) = — pn3 + 13111 + T32n2 + T33N3

V.4.3. Premiére forme locale de I’équation de conservation de la quantité de mouvement

Muni de ces résultats, on peut maintenant reprendre I’analyse de 1’équation (V,33) repro-
duite ci-dessous pour la commodité :

i/ pvidV = pgidv-{-/ ti(n)dA (V,40)
dt Jv,.(1) Vin (1) Am(t)

Considérons d’abord le troisiéme terme :

/ ti(n)dA = / (=pbij + 1ij)n;dA (V,41)
Am(t)

Am(?)
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Au second membre de cette expression, nous voyons apparaitre le flux d’'un vecteur dont
les composantes sont : —péi1 + Ti1, —pdiz + Tiz, —pdiz + Tis.

D’apres le théoréme de Green-Ostrogradsky, écrit sous la forme :

/ bjnjdA = gﬁ'dv (V’42)
A v Oz; g
Pexpression (V,41) peut s’écrire sous la forme :
0
ti(n)dA = = (=pbij + T1i;)dV (V,43)
Am(®) V() 0%
soit encore :
/ ti(n)dA = — / 9P g4 / O gy (V,44)
Am(®) V(1) 0% V(1) O%;
Considérons a présent le premier terme :
4 / v;dV (V,45)
@t Ju 0" ’
D’apres le théoréme de Reynolds, on peut écrire :
d / dv;
— v;dV = —dV V,46)
@t Sy Vi) G (
En rassemblant les résultats (V,44) et (V,46), on obtient finalement :
dv; Op Oty
—’dV:/ gi— 22 4 Ty gy (V, 47
/vm(t) P vm(t)[p Oz 3%'] :

Le volume de contrdle V;,(t) est arbitraire et les intégrandes apparaissant dans les deux
membres doivent étre identiques :

dv; dp orij
— | L V.48
Pt Oz; PIiT Bz j (V:48)

La signification physique de cette équation apparait clairement :

Quantité Forces associées Forces Contraintes
d’accélération a la pression par + de volume + visqueuses (V,49)

oL 2 - o, 2 o 2 L ’
par unité unité de par uniteé par unite

de volume volume de volume de volume
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Pour fixer les idées, nous allons maintenant écrire ’équation (V,48) sous forme explicite et
pour les trois composantes :

g T G
=23 a%e; Tpat ?97: + 22222 ?9;2: (V,50)
pd—;f- =- ;—i +pgs + %2‘11 + ?9;32'“’ + %’;:
On peut aussi écrire I’équation (V,48) sous forme vectorielle compacte :
dv
P =—VP+rg+V.T (V,51)

Cette notation fait apparaitre la divergence du tenseur 7, V.7 est un vecteur dont la

composante suivant l’axe 7 est : (V.T); = =—7;;

a.’L'j

V.4.4. Ecoulements non visqueux : équations d’Euler

Les équations de conservation de la quantité de mouvement se simplifient notablement
lorsque I’on considére des écoulements de fluides idéaux.

Le fluide idéal est par définition dénué de viscosité et le tenseur des contraintes visqueuses
disparait des équations (V,48) ou (V,51). On a dans ce cas :

d’v,‘ Bp
pg = ——637,' + Pg: (Va 52)
ou : d
v
< = VPtrg (V,53)

Ces expressions sont désignées sous le nom d’équations d’Euler.

Nous verrons dans la suite que les effets de viscosité et de conduction de chaleur sont
importants au voisinage immédiat des surfaces solides qui se trouvent dans I’écoulement
ou & ces frontiéres. La région dans laquelle viscosité et conduction doivent étre prises en
compte est appelée couche limite. Les couches limites sont caractérisées par une épaisseur
tres faible. A ’extérieur des couches limites, ’écoulement peut étre généralement considéré
comme celui d’un fluide idéal et les équations du mouvement sont celles que nous venons
de présenter (équations d’Euler).

Dans les couches limites, les forces associées a la viscosité jouent un réle important et le
terme V.7 doit étre conservé.
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V.4.5. Seconde forme locale (forme conservative).

Nous partons a nouveau de I’expression (V,33)

4 pvidV = pgidV + / ti(n)dA (V,54)
dt Jvu (o) Vn (8) Am(?)

(1) (2) 3
mais, cette fois, nous utilisons le théoréme de transport sous sa forme initiale pour exprimer
le premier terme :

4 pv,-dVr-/ —-(pv,)dV+/ pvi(vin;)dA (V,55)
dt Jv,. (1) Vin(t) O Am(t)

m

Le théoréme de Green-Ostrogradsky appliqué a l'intégrale de surface conduit a :

d 0
— v;dV = v;v;|dV (V,56)
dt Jy, " vm(t)[ "oz, i

Le troisiéme terme de ’expression (V,54) est donné par (V,44); on peut donc écrire :

ap 8 37',']'
—vi + — viv-de/ - gi + =—]dV V,57)
/Vm(t)[at awjp d Vim(t )[ afb‘z Oz; ) (
On peut immédiatement en déduire :
6 8 3p 67',']‘
PV T /5 pUiV; = — 7 i + = V, 58
9PV + oz, PUiV; oz, +p9i + oz, (V,58)

Remarque : Cette forme est exactement équivalente a celle que nous avons donnée plus
haut.

On montre d’ailleurs facilement que :

dv,' 0

& _ 9 . DV V,59
a o’ + aszv,v] (V.59)
Il suffit en effet de développer le second membre :
0 0 0 Ov;
— U e V,60
R r (8t 3z, 5o-s) ol 7 Y5z, (V60)

J

Le premier terme entre parenthéses est nul et le second n’est autre que pdv;/dt.

L’équation (V,58) peut étre écrite sous forme vectorielle de fagon plus compacte :

0
5P + V. pvv=-Vp+pg+ V.7 (V,61)
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Dans cette expression, V.pvv représente la divergence du tenseur pvv. Il s’agit d’un

vecteur dont la composante suivant 1’axe ¢ est : (V.pvv); = a-:pvgvj.
j

Les équations (V,48) et (V,58) sont équivalentes, mais ’équation (V,61) se présente sous
forme conservative * et elle est de ce fait mieux adaptée au traitement numérique.

V.4.6. Autre démonstration, bilan de quantité de mouvement sur un volume élémen-
taire

Comme pour 1’équation de continuité, nous donnons ici une seconde démonstration de
I’équation de conservation de la quantité de mouvement. Cette deuxiéme démonstration
n’utilise pas le théoréme de transport et elle est de ce fait plus élémentaire.

Nous allons exprimer la conservation de la quantité de mouvement pour un volume de
contrdle constitué par un cube élémentaire fixe. Le volume du cube est ArzAyAz. Le
principe de conservation de la quantité de mouvement peut se mettre sous la forme :

Taux de variation Débit de quantité Débit de quantité

de la quantité de mouvement de mouvement de mouvement

contenue dans le volume N pénétrant dans le "] sortant du volume
Az AyAz volume AzxAyAz Az AyAz

Somme de toutes

+ les forces agissant (V,62)

sur le fluide contenu

dans AzAyAz

Nous allons expliciter cette équation en la projetant sur I'axe z.
La quantité de mouvement contenue dans le volume Az AyAz, projetée suivant z, a pour
forme : pv, Az AyAz et la variation de cette quantité de mouvement est : a( pv Az AyAz).

Considérons a présent la facette AyAz située en z. Le flux de quantité de mouvement
pénétrant par cette facette est : pv,v|, et la projection de ce flux sur I’axe = a pour for-
me : puyUg|,.

Le débit de quantité de mouvement correspondant est : pv v, | AyAz.

Le débit de quantité de mouvement sortant par la facette AyAz située en z 4+ Az
est : puyUr|r+a:AyAz; on trouve par des raisonnements analogues les débits de quan-
tité de mouvement pénétrant par les facettes Az Az en y et Az Ay en z : pvyv |, AzAz et

* Note : on dit qu’une équation est sous forme conservative lorsqu’elle peut s’écri-

re : %-}-V.F:g
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pv.vz| . Az Ay, et les débits sortants par les facettes Az Az en y + Ay et AzAy en z+ Az
sont respectivement pvyv;|y+ay,AzAz et pv,vz| 4a.ATAy.

Dans ces conditions :

Débit de quantité de mouvement Débit de quantité de mouvement
suivant 'axe z pénétrant dans ; — { suivant 'axe z sortant du
le volume AzAyAz volume AzAyAz

[pvzvzlz - Pvzvzlz-{-Ax]AyAz
=+ [pvyvaly — pvyvzlytay]dzAz
+ [P'vzv::|z - Pvzvz|z+Az]AmAy

0 0 0
—[_%(Pvzvz) - 8_y(l’vyvz) - -é;(pvzvz)]Aa:AyAz
+ 0(Az? Ay Az) + O(AzAy* Az) + O(Az Ay Az?) (V,63)

Considérons & présent les forces qui agissent sur la surface du volume AzAyAz. Sur la
facette AyAz située en z, le vecteur normal est orienté en sens opposé du vecteur unitaire
& suivant l’axe des z. Le vecteur contrainte sur cette face est : t(—&).

La projection de ce vecteur suivant l’axe z est ¢,(—&) et, d’aprés I’expression générale
(V,34), cette composante a pour forme : t;(—&) = —(—p + Tez)z-

La force qui s’exerce sur la facette AyAz projetée sur l'axe ¢ a donc pour forme :
to(—2)AyAz = —(—p + Tzz) Ay Az.

Sur la facette AyAz située en z + Az, cette force est donnée par :

to(2)AyAz = (—p + Tzz) e+ 2z Ay Az.

On trouve de la méme maniére les forces qui agissent sur les quatre autres facettes. En
définitive, la projection suivant z de toutes les forces qui agissent sur la surface du volume
est :

- (—p + Tzz)szAz + (—p + Tzz)z+AszAz

— (Tye)y Az Az + (Tyz )yt ay Az Az

- (Tz:c)zAwAy + (Tzz:)z+AzAxAy

_, Op 0 0 0

= [—a + EPES + b—;ryz + é-z-rzz]Aa:AyAz

+ O(Az2AyAz) + O(Ac Ay? Az) + O(AzAyAz?) (V,64)

Il reste & exprimer la projection suivant I’axe z de la force de volume. Cette projection
est : pg, Az AyAz.

On peut maintenant rassembler les expressions précédentes, diviser ’ensemble par :
Az Ay Az et faire tendre Az, Ay et Az vers zéro pour obtenir :

9 it 1 2 O =02 0O O g (V.65)
BiPU T g Plzls ¥ gy PUsty T G pUels = Tt g Tee t gy Tus T g e T 9 LY
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Cette équation est bien identique (aux notations pres) a celle que nous avions obtenue plus
haut & ’aide du théoréme de transport.

V.4.7. Forme macroscopique

Considérons a nouveau ’expression (V,33)

d
— / pvidV = / pgidV + / ti(n)dA (V,66)
dt Jv,.(1) Vin (1) Am (D)

En partant de cette relation, nous allons développer une forme macroscopique.

On peut d’abord écrire le premier terme :

d

0
— pvidV =/ —pvidV+/ pvi(vjn;)dA (V,67)
dt Jv,. (o) V() Ot Am (1)

D’autre part, le troisiéme terme peut étre remplacé par :

/ ti{n)dA = / (=pni+ Tijn;)dA = / (—pbij + Tij)n;dA (V,68)
Am(t) Am(t) Am(t)
En portant (V,67) et (V,68) dans (V,66), on obtient :
0
/ ét-pvidv + / [pvivj - p5,’,‘ + T,'j]njdA = / pgidV (V, 69)
Vi (%) Am(?) Vi (1)

Cette expression s’applique & un volume de contréle matériel mais elle est également utili-
sable dans le cas d’un volume de contrdle fixe V' coincidant a 'instant ¢ avec le volume de
contréle Vi,(t). On a donc :

0
/ FPuidV + / [pvivj — péij + Tijln;dA = / pgidV (V,70)
v ot A 1%
Cette équation peut s’écrire sous forme plus compacte & ’aide de notations vectorielles :

0
/ gt-pvdV + / [pvv — pb + T].ndA = / pgdV (V,71)
1% A v

Cas particulier : I’écoulement est permanent

Lorsque ’écoulement est permanent, I’expression (V,70) se simplifie :

/[pv,-vj — p(S,']' + T,‘j]'njdA = / pgidV (V, 72)
A |4
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Tableau 1 . Equation de conservation de la masse.

dp

ot
dp
dt

0 .
3. Premiére forme macroscopique : / -Zang + / pv.ndA =0
|4 A

4. Seconde forme macroscopique : Zld? / pdV + / p(v—w)ndA =0
1% A

1. Premiére forme locale : +V.pv=0

2. Seconde forme locale : +pVo=0

Tableau 2. Equations de conservation de la quantité de mouvement.

dv; 0 Orij
1. Forme locale :p%;- = —5;% + pgi + 5%’—
d
2. Forme locale, notation vectorielle : pgt-V =-Vp+pg+V.T
3. Forme locale, notation conservative : —pv; + =—pv;v; = ——ﬁ + pgi + 9 Tij
. s : 0tp i amjp iV = oz, PYi a.’l:j ij

4. Forme locale conservative, notation vectorielle : gi-p'v + V.pvv=—-Vp+pg+ V.7

0
5. Variante de la forme 4 : Eridd + V.[pvv + pb — 7] = pg

Tableau 3. Equations de conservation de la quantité de mouvement,
écoulements de fluides idéaux (équations d’Euler).
dv; 0
1. Forme locale : p% = —5:% + pgi
d
2. Forme locale, notation vectorielle : pEV =—-Vp+ pg
3. Forme locale conservative : —pv; + i ViV = Op + pgi
. . atp T 6x1p vy Bwi PYi
. . . 0

4. Forme locale conservative, notation vectorielle : -(%p'v + V.pvv =—-Vp+ pg

0
5. Variante de la forme 4 : %P + V.(pvv + pb) = pg
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Tableau 4. Equations de conservation de la quantité de mouvement.

1.Forme macroscopique générale :
g
/ apvidv + / [pvivj +p5,‘j — Tij]njdA = / pg,'dV
1% A v v
2. L’écoulement est permanent :
/ [pv;vj +p5,’j — T,'j]njdA = / pg,‘dV
A 1%
3. L’écoulement est permanent et les forces de volume sont négligeables :

/ [pvivj +p5,’j — Tij]njdA =0
A
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ANNEXE A

LES CONTRAINTES DANS UN MILIEU FLUIDE

1. Le vecteur contrainte

Nous considérons ici les forces qui s’exercent au sein d’un fluide avec pour objectif de
développer une analyse des forces qui interviennent “au second membre”de ’équation de
conservation de la quantité de mouvement. Cette équation s’écrit, comme on l’a vu plus
haut, sous la forme générale :

4 / pvdV = / pgdV + / t(n)dA (4,1)

dt
Taux de variation de la Somme des forces Forces s’exercant
quantité de mouvement de volume sur la surface

Les forces s’exercant sur le volume sont facilement prises en compte. Une étude plus
détaillée est nécessaire pour comprendre la nature du vecteur contrainte ¢(n).

Il est commode de reprendre ici la définition de ce vecteur pour passer ensuite a ’étude de
ses propriétés.
Considérons un volume matériel V,,(t) limité par la surface A, (t) (figure 1).

Figure 1. Volume de contréle
matériel. La contrainte appliquée au
point P sur la surface 6A est i(n).

(n)
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Soit P un point matériel de la surface et soit n la normale tournée vers ’extérieur
au point P. Nous supposons que la surface et le volume considérés possedent toutes les
propriétés de continuité requises et en particulier que la normale au point P est unique.
Soit 6 f la force exercée par le milieu extérieur au volume Vi,(t) sur 'élément de surface
§A. On peut écrire cette force sous la forme :

§f =E(n)éA '_ (4,2)

8F est la force de surface et (n) est la contrainte moyenne transmise par 1’élément de
surface 6 A. :

Il est clair que t(n) doit dépendre de la position du point P et de la direction de la
normale n.

Nous supposerons en outre que lorsque § A — 0, t(n) tend vers une limite finie indépendan-
te de la forme de 1’élément de surface 64 :

H(n) = lim 5f/64 (4,3)

ol ¢(n) représente donc le vecteur contrainte au point P sur une surface de normale n.

Les hypotheéses que nous venons de faire ne sont justifiées que par leurs conséquences et
en particulier par les observations expérimentales que I’on peut effectuer sur des systemes
réels. Dans certains cas trés spéciaux, des couples peuvent aussi étre transmis a travers la
surface § A. Nous ne considérons pas cette possibilité dans la suite.

Nous allons maintenant démontrer les propriétés suivantes du vecteur contrainte :

(1) les vecteurs contrainte agissant sur les faces opposées d’'une méme surface sont égaux
en module et de directions opposées : t(n) = —t(—n)

(2) le vecteur contrainte agissant en un point P sur une surface de normale n peut étre
représenté a I’aide du tenseur des contraintes T sous la forme :

t(n)=nT (4,4)

(3) le tenseur des contraintes T est symétrique Tj; = Tj;

Pour ces démonstrations, nous avons besoin des théorémes de la moyenne pour une surface
et un volume. En une dimension le théoréme de la moyenne indique que l'intégrale d’une
fonction continue peut étre représentée sous la forme :

,, |
]a f(@)dz = (b— a)f(¢) (4,5)

ou ( est un point appartenant & l'intervalle [a, b].
Dans le cas d’une surface ou d’un volume, on peut écrire :

/ fdA = AT (4,6)
A
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/ fdv =VTf (4,7)
v

ot f désigne la valeur de la fonction en un point de la surface ou du volume.

Nous sommes & présent en mesure de démontrer la propriété (1). Pour cela, considérons

le volume matériel de la figure 2, formé par deux surfaces paralleles A,(t) connectées par
une bande d’épaisseur ! de surface A,(t).

Figure 2.

Appliquons maintenant ’expression (A,1) au volume matériel que nous venons de définir :

i/A p'vdV=/ png+/ t(n)dA
dt J v, (1) Vin (1) Ad(t)
+ / t(n)dA + / t(—n)dA (4,8)
An(t) An(2)

Dans cette expression, nous avons décomposé 'intégrale des contraintes de surface en trois
termes. On peut maintenant utiliser le théoréeme de la moyenne pour exprimer les trois
premiers termes, puis rassembler les deux derniers sous le méme signe somme :

L pBlA() = PGlAR(E) + H)AL(t)

dt
+ / [t(n)+t(—n)]dA (4,9)
An(t) ’
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Nous prenons maintenant la limite ! — 0 tout en notant que A,(t) — 0. On obtient ainsi :

lim [t(n)+t(—n)]dA=0 (A4,10)
1—0 An(t)

Comme la surface A4,(t) est arbitraire, cette identité n’est réalisée que si I'intégrande est
nul :

t(n) = —t(~n) (4,11)

2. Composantes des contraintes en un point

Considérons & présent un point P du fluide. Il existe en ce point un vecteur ¢(mn) corres-
pondant a chaque direction n.

Il y a en particulier trois vecteurs : t(e;) = t1, t(ez2) = ta, t(e3) = t3 correspondant aux
trois vecteurs de base d’un systéme de coordonnées cartésiennes de référence (figure 3). Le
vecteur t; désigne la contrainte qui s’applique & une facette dont la normale est e;.t et
t3 ont des significations semblables.

xg .
Figure 3.

On peut décomposer les vecteurs t;, to, t3 suivant les trois axes de coordonnées :

t, =Thie1 + Tize2 + Tizes
ty =Th1ey + Tazeq + Thzes (4,12)
ty =T51e1 + Ts2e0 + T33€3
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Ces expressions peuvent s’écrire sous une forme matricielle plus compacte :

t, T,y Ty Tis e
t | = | T Toy T3 e (4,13)
ts T3; T3y Ts3 e;
ou encore en utilisant la convention d’Einstein :
t; = Tije; 1=1,2,3 . (A, 14)
Comme :
ei.e; = b;j, ona Tj=t;e; (A,15)

Les quantités T;; sont les composantes des contraintes. La composante Tj; est la com-
posante de t; dans la direction e;. T sera positif si le matériau situé du coté positif de
I’axe z; tire la matiére située du c6té négatif de cet axe.

Les composantes Ty1, T22 et T33 sont appelées contraintes normales; les autres composantes
Tia, Tis, etc. étant les contraintes de cisaillement (figure 4).

X7 Figure 4. Les composantes du tenseur
des contraintes.

3. Contrainte appliquée & une surface quelconque

Nous considérons a nouveau le point P et nous allons montrer que la contrainte appliquée
en ce point sur une surface d’orientation quelconque peut étre exprimée en fonction des
composantes du tenseur des contraintes Tj;. Plus précisémment, nous allons maintenant
démontrer la propriété (2) énoncée plus haut.

Considérons pour cela un tétraédre élémentaire de sommet P et de base Q:1Q2Q3. Les
cotés PQ;, PQ,, PQ3 sont paralléles aux trois axes de coordonnées et les normales exté-
rieures pour les facettes PQ2Q3, PQ3Q1,PQ1Q2 et Q1Q2Q 3 sont respectivement : —e;,
—e,, —e3 et n (figure 5).
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Figure 5.

11

Les contraintes qui s’exercent sur ces quatre facettes sont : t(—e;) = —t,,
t(—eg) = —tz, t(—eg) = —t3, et t(n)

Les informations précédentes sont rassemblées au tableau 1 pour faciliter la compréhension
du raisonnement.

Tableau 1. Caractéristiques géométriques pour ’analyse de la contrainte t(n).

Facette Surface Vecteur Contrainte
normal

Q1Q2Qs 0A n t(n)

PQng 5A1 = 5ATL1 —€1 -—tl

PQng 5A2 = 5An2 —€2 . —t2

PQ1Q2 0A3 = 0An; —e3 —t3

Ce tableau donne aussi la surface des quatre facettes du tétraédre. Si §A représente la
surface de Q,Q2Q3, la surface de PQ,Q3 sera 6A(n.e;) soit 6An; et les autres surfaces
s’obtiennent de la méme maniere.

Nous pouvons maintenant appliquer au volume constitué par le tétraedre le théoreme de
conservation de la quantité de mouvement :

d
Ep_véV = _ﬁ(SV + t(n)&A —t16A1 —t20A, —t36A3 (A, 16)
En divisant par § A et apres utilisation de la deuxiéme colonne du tableau 1, on peut écrire :
8V d 1%
t(n) =tin; +tny +tsng + ——pv — —pg (A, 17)

0A dt 0A
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En gardant P et la normale n fixes, nous pouvons réduire les dimensions du tétraedre
pour faire tendre §A vers zéro. Dans cette situation §V/6A — 0, et dans cette limite on
obtient :

t(n) =ting +tang + t3ng (A, 18)

ou encore en notations d’Einstein :
t(n) = nit; = n;Tjje; -. | (4,19)
Ainsi la composante j de la contrainte ¢(n) est obtenue a l’aide de :
t(n); = n;Ty; (4,20)
ou encore sous forme explicite :

t(n); =n1Th1 + noTo1 + 3Ty
t(n)e =n1Ti2 + neTo2 + n3Tho (4,21)
t(n)z =n1Th3 + neThs + n3Ts3

Sous forme matricielle, ces trois expressions deviennent :

t(n)h Tii Tor Tm ny
t(n) | =| Tia Toz T ny (4,22)
t(n)s Tiz Tos Tss ng

4. Symétrie du tenseur des contraintes

Pour démontrer la symétrie du tenseur des contraintes, nous utilisons le théoreme du
moment angulaire appliqué au volume de contrdle de la figure 6. Pour un volume de
contrdle Viu(t), le théoréme du moment angulaire a pour expression :

d
—/ (r x pv)dV = / (r x pg)dV +/ r x t(n)dA (A,23)
dt Jv,.t) Vin(2) Am(2)
Taux de variation Moment angulaire ~Moment angulaire
du moment angulaire des forces des contraintes
volumiques appliquées a la surface

Le volume de contréle est maintenant un cube de c6té L = Az = Ay = Az. Le volume du
cube est §V = L3. L’expression (A,23) donne :

%(r x pv)L? = (v x pg)L® +/ r x t(n)dA (A,24)
A

Dans cette expression, 7 X pg et 7 X pv représentent les valeurs moyennes de r X pg et
T X pv prises sur le volume de contréle élémentaire.
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Tx

Figure 6.

o
X

Divisons 'expression (A,24) par L® et prenons la limite L — 0. Dans cette limite, » tend
aussi vers zéro et on obtient :

1
i _ A,25
11,13}; 73 Ar x t(n)dA =0 ( )

Projetons maintenant cette expression sur I’axe des z. Si k désigne le vecteur unitaire dans
cette direction, on peut écrire :

1
im — [ k. A= A,26
IIE% i /AL [r x t(n)]d 0 ( )

On peut maintenant développer cette expression pour le cube de la figure 6. On obtient :
. 1 L 9 9
1111_12) ﬁ{g[(Tw)Az — (Tex)olL® + L(Tzy) a= L
L
+ "é‘[(Tyy)Ay - (Tyy)O]L2 - L(Tyr)AyL2 (4,27)
L L
+ 5[(Tzz)-dz - (Tn)O]L2 - 5[(sz)Ay - (sz)O]L2} =0

Chaque terme entre crochets est d’ordre Az = Ay = Az = L. Ces termes disparaissent
lorsqu’on fait tendre L vers zéro. Il reste :

}}_%[(Try)dr - (Tyt)Ay] =0 (4,28)
et on déduit facilement T,y = Ty;. De la méme maniére, on peut obtenir Ty, = T, et

Ty: = Ty. Le tenseur des contraintes est donc symétrique. On peut écrire sous forme
indicielle :
Ti; =Ty pour :=1,23 et 3=1,2,3 (A,29)
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5. Le tenseur des contraintes visqueuses

Nous avons vu plus haut qu’il était possible d’exprimer le vecteur contrainte sous la forme
générale :

soit encore :
ti(n) = n;T;; (4,31)

Dans un fluide au repos, nous savons que la contrainte est normale & la surface, qu’elle
agit dans la direction opposée & m et qu'en un point donné, elle est indépendante de
'orientation. Cette contrainte est appelée “pression”et on peut écrire pour un fluide au

repos (figure 7) :

A

tn)=-pn

t(n) = —pn (4,32)

ou encore :
ti(n) = —pn,- (A,33)

Les deux derniéres expressions sont des formes particuliéres des relations générales (A,30)
et (A,31). Pour le voir, nous définissons le tenseur unitaire dont les éléments sont :

(8)ij = bij (4,34)

Ce tenseur peut étre représenté par la matrice unité :

1 00
=10 1 0 (A, 35)
0 01
et on peut écrire (A,32) et (A,33) :
ti(n) = —pn;é;; (A,36)
et
t(n) = —-pn.é (4,37)

Lorsque le fluide est en mouvement, il est commode de séparer les contraintes associées a
la pression des contraintes visqueuses. Pour cela on décompose T sous la forme générale :
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Dans cette expression, T est le tenseur des contraintes visqueuses. Sous forme indi-
cielle, ’expression précédente s’écrit :

Tij = —péij + Tij (4,39)
On peut aussi représenter cette relation & l’aide de matrices (3 x 3) :
Tii T Tis -p 0 O Ti1 Tz T13
Toy To2 Tos | = 0 —p 0 |+ | 721 722 To3 (A,40)
T31 T3 Ts3 0 0 -p T31 T3z T33

Comme T et 6§ sont des tenseurs symétriques, le tenseur des contraintes visqueuses est
aussi symétrique et par conséquent :

Tij = Tji (4,41)

Dans la décomposition précédente, la pression est une variable thermodynamique et elle
ne dépend que de I’état thermodynamique, le tenseur des contraintes visqueuses dépend
par contre de 1’écoulement et en particulier des taux de déformation des particules fluides.

6. Expressions du tenseur des contraintes visqueuses dans le cas
des fluides newtoniens

Le tenseur des contraintes visqueuses 7;; est généralement exprimé en fonction des taux
de déformation dans ’écoulement :

i = fij(dr1) (A,42)

Dans le cas des fluides newtoniens, la loi de comportement précédente est linéaire et
isotrope.

On peut montrer & 1’aide de raisonnements simples que la relation générale (A,42) s’écrit
dans ces conditions sous la forme :

2
Tij = 2pdij + (K — gp)dredi; (A,43)

Cette relation ne fait intervenir que deux coefficients : p la viscosité dynamique, « la
viscosité en volume.

Dans la majeure partie des applications, on ne tient pas compte de la viscosité en volume
et l’expression (A,43) devient :

2
Tij = 2pd;j — §dkk6ij (A,44)

On peut encore écrire I’expression précédente a l’aide des gradients de vitesse. On a en
effet :

1 av,- + 6v,~

=302, ¥ 5a,)

(A, 45)

Ainsi :
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= (30,
—F Oz;

Sous forme explicite, on a dans ce cas :

11

T22

733 =

T12

T13 =

T23 =

av, 2 Ovg
Oz; %) 3 30z 92,00
=2u-g—v-l- —34(V.v)
Ov
—ougt - -u(V v)
— 0’03
a’Ul 6'02
_#(ax t o2, oz,
_ 8v1 6'03
Mozt oo
_ (% Ovs
H Ors Oz

(4,46)

(4,47)

Les expressions du tenseur des contraintes visqueuses sont données aux tableaux 2, 3 et 4

dans les systémes de coordonnées rectangulaire, cylindrique et sphérique.

Rappelons pour finir que la viscosité dynamique yx a les dimensions du rapport d’une
contrainte a un gradient de vitesse :

[u] =

soit :

(1] =

[]
[Ov/0x]

ML IT'2

=ML'T™!

Dans le systéme international, u est donné en kg/m — s et cette unité est le Poiseuille.
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Tableau 2. Composantes du tenseur des contraintes pour les fluides newtoniens en
coordonnées rectangulaires (z,y, z).

ov, 2
Tez =24 e §u(V.'v)
Ov 2
Tyy =2ﬂ3yl —3u(V)
ov, 2
Tzz =2/,6 P - g/,t(vv)
ovy, Ov
o = = G+ 52
e = (31),,- + 8v,)
2 =T =M, T o
___ Ovy  Ov,
Tyz =Ty = [l( az + ay )
avec :
_Ovy | Ovy ov,
V.v—ax + dy + 0z

Tableau 3. Composantes du tenseur des contraintes pour les fluides newtoniens en
coordonnées cylindriques (r, 6, z).

ov, 2
Trr =2 o -?;/,L(V.'U)
lavg Uy 2
=2u(-—+—) — = .
766 ﬂ(r BT + " 3/1(V v)
ov, 2
=2 - = .
TZZ ,’t az 3/"(V v)
0 e 1 Jv,
o =Tor = kg () 25
Ove 10v,
Togz =Tz = /-‘('a_z + ;W)
v, Ov,
Ter =Trz = ﬂ(? + Oz )
avec :
1 6 lave Bv,
Vo =la o)t 15 T
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Tableau 4. Composantes du tenseur des contraintes pour les fluides newtoniens en
coordonnées sphériques (r,0, ¢).

ov, 2

Trr =2//' or '——P‘(V'U)
10

u) =‘2M(-71;o- +—=) - —N(V v)

_ 1 3v¢ v,  vgcotd 2
“(rsme ¢ + + r )— 3”(V.v)
0 v 1av,
Tro =Tor = ulr5-(=) + =751

o [sm9 6 1 Bv¢]

b¢ =T¢0 = I 39(sm9) rsinf O0¢
_ 1 av, 0 vg

Tor =Tre = 'u[r sin 8 8(15 81' r r

avec :
1 1 8v¢

10
Vv __2-6_( vr) + rsm939(vo sinf) + g rsin 0¢
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CHAPITRE VI

EQUATIONS FONDAMENTALES DE LA DYNAMIQUE
DES FLUIDES. II

VI.I. Equations de Navier-Stokes

Lorsque le fluide en écoulement est newtonien (c’est-a-dire lorsque la relation contrainte-
taux de déformation est linéaire et isotrope, voir chapitre I et l’annexe A du chapi-
tre V) les équations de conservation de la quantité de mouvement prennent la forme par-
ticulierement simple des équations de Navier-Stokes. Nous allons maintenant établir
ces équations en supposant, pour simplifier, que la viscosité dynamique p reste constante
dans tout ’écoulement. Si cette viscosité n’est pas constante, des termes supplémentaires
apparaissent dans les équations du mouvement. L’écriture de ces termes ne présente pas
de difficulté et elle est laissée en exercice pour le lecteur.

Nous partons ici de 1’équation de conservation de la quantité de mouvement projetée
suivant ’axe ¢ :
dv; Op 0Tij

b A 4 VI, 1

P dt 8.73,‘ +pgt + 333] ( I )
Cette équation exprime 1’égalité entre la quantité d’accélération par unité de volume et
les forces extérieures qui s’appliquent & 'unité de volume (pression, forces volumiques,
contraintes visqueuses). Dans le cas d’un fluide newtonien, les contraintes visqueuses ont
pour forme :

_ Ov;  Ov; 2 -
Tij = #(a—x] + 8_x,) — 3H(V.0)bi; (VI,2)

Nous devons maintenant calculer J7;;/0z;. Comme p est constant, on a :

T gt + (G = S (T ) vis)
ou encore :
g;j =“[afj;;]. Ers (V. v)]—gu 0 (V v) (VI,4)
On obtient finalement : on, 2
Bz, V”z+3a (V.v) (VI,5)
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et I’équation (VI,1) devient :
dv,-

9p
— === i + 1V 2, V.
7 ami+pgz+u v; +36 (V.v) (VI,6)
Sous forme explicite, on peut écrire :
dvl Bp 2
T T B, Tt VLA 3a$<V v)
d‘vg Bp 2
== = == v V. I
dt 52, T P92 T AV 3(%( v) (VI,T)
dvg ap 2
2 = - == v V.
P 5o, T P9 T H ”3+3ax( v)
Quantité Force de  Forces Forces visqueuses
d’accélération pression  volumiques par unité
par unité par unité de volume
de volume de volume

On peut aussi représenter ces trois équations sous forme vectorielle compacte :

pd—:: = ~Vp+ pg + /.LV2’U + %V(V'v) (VI,8)

Les expressions précédentes sont appelées équations de Navier-Stokes.
Lorsque le fluide est incompressible, V.v = 0 et le dernier terme disparait. On a alors :

dv

—= = = —-Vp+pg+pViv (VI,9)

VI.2. Equation de bilan pour I’énergie cinétique

L’équation de bilan pour l’énergie cinétique s’obtient en formant le produit scalaire de
I’équation de conservation de la quantité de mouvement et du vecteur vitesse v.

En notations indicielles, ce produit scalaire a pour forme :

dv; Op oti;
puigy =~ Vig~ + pgivi + v; ax]’ (V1,10)

ou encore :

d, 1, 6p Orij
pdt(2v )__ a +pgtvl+vlaxj (VI,].].)
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Avec des notations vectorielles, on peut écrire cette équation sous la forme :

d 1
=3 v?) = —v.Vp + pg.v + v.(V.7) (VI,12)
Taux de variation Travail des forces Travail des forces Travail des forces
de I’énergie de pression par  volumiques par - visqueuses par
cinétique par unité de volume unité de volume unité de volume
unité de volume et de temps. et de temps. et de temps.

On peut aussi écrire le premier membre de I’équation précédente sous la forme équivalen-

0,1 1
te : —(— 2 - 2 . :
e = (2pv)+V(2pv v). On a alors

0.1 1
-B_Z(é_pv:)) + V.(spvzv) = —v.Vp+ pg.v+v.(V.T) (VI,13)

Nous verrons plus loin comment les expressions (VI,12) ou (VI,13) peuvent étre utlhsees
pour établir des équations de bilan pour 1’énergie interne ou ’enthalpie.

Ces équations sont aussi utilisées lorsqu’on souhaite faire le bilan d’énergie cinétique tur-

bulente (chapitre XIX).

VI1.3. Equation de conservation de 1’énergie

Pour établir une équation locale exprimant la conservation de 1’énergie, nous partons de
’expression du premier principe de la thermodynamique pour un volume matériel Vi, (t).

L’énergie contenue dans le volume V;,(t) a pour expression : / ple + §v2)dV.
Vim (2)

Le taux de variation de cette énergie est donné par :

/ ple + l02)dv =W+Q (VI 14)
Vin(t) 2

Le travail par unité de temps W qui apparait au second membre est celui des forces de
volume et des contraintes appliquées a la surface du volume :

W= pg.vdV + / t(n).vdA (VI,15)
Vi (1) Am(1)

Nous supposons ici qu’il n’y a pas de source de chaleur a 'intérieur du volume et nous
désignons par q le flux de chaleur par conduction. Ainsi, —g.n représente la chaleur qui
passe par unité de surface et de temps a travers la surface de controle A,,(t) :

O=— / g.ndA (V1,16)
An(t) .
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En substituant les expressions (VI,15) et (VI,16) dans I’équation (VI,14) on obtient :

- ple + lvz)dV = / pg.vdV + / t(n).vdA — gndA (VI 17)
dt Jva () 2 Vim (1) Am (1) Am(®)

Pour déduire une équation locale de cette relation, il faut transforrner les premier, troisieme
et quatrieme termes.

s 12 . ’ N 92 . .
Considérons d’abord le premier terme. Le théoréme de transport nous permet d’écrire :

d 1, /
— e+ =v°)dV = e+ —v av (VI,18)
7, et V()pdt( ?)

On peut aussi écrire :

1
i./ ple+ le)dV = / p(e + = vz)dV +/ ple + =v)v.ndd (VI 19)
dt Jv,.0) 2 (1) O Am(t) 2

ou encore :

1
i/ p(e+-1-v2)dV=/ & p(e+ v2)+Vp'v(e+ 2o2)av (VI,20)
dt Jv,. (1) 2 Vin(t

Considérons a présent le troisiéme terme :
/ t(n).vdA =/ ti(n)vidA (VI,21)
Am(1) Am(t)

Remplacons maintenant t;(n) par son expression en fonction de la pression et du tenseur

des contraintes visqueuses :
t,-(n) = —pn; + Tijn; (VI, 22)

On obtient ainsi :
/ t(n).vdd = / (—pniv; + Tijv,'nj)dA (VI, 23)
Am(t) Am(t)

On peut maintenant transformer cette intégrale de surface en intégrale de volume a l'aide
du théoreme de Green-Ostrogradsky :

0 0
t(n).vdA =/ ——(pv;) + =—(73;v;)]dV (VI,24)
/A e [ o)+ )

Il reste & transformer le quatriéme terme de ’expression (VI,17) en intégrale de volume.

On obtient : 5
/ q.ndA = / v (VI,25)
Am(D) Vin (1) OTi
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On peut maintenant écrire (VI,17) sous la forme :
d 1, 0 0
—(e + =v*)dV =/ 0:dV +/ ——=—(pvi) + 5—(7ijvi)]dV
J, o raet g =[ oo a5t

- / %4 4y (VI,26)
Vim () 9% )

Le volume V,,(t) est arbitraire et par conséquent :

d 1, 0 0 Ogi
= 202) = 000 — ——(p0:) b ——(Tiiv:) — — VI,27
pdt(e+ 2'0 ) Pgivi axi(pvi) + axj(TUv’) 3.17.' ( )
Sous forme vectorielle, on obtient :
d 1
pg(e+ -2-v2) = pgv — V.w) + V. (rw) — Vg (V1I,28)
Taux de variation de Puissance  Puissance  Puissance Flux de
Pénergie totale par unité  des forces des forces des forces chaleur

de volume et de temps  volumiques de pression visqueuses

Le premier membre peut encore s’écrire sous la forme équivalente :
d
Pt

et ’équation de conservation de 1’énergie prend la forme :

1, 9 1, 1,
(e+§v)—§p(e+§v)+v.p(e+2v )v

0 1 1
Bt—p(e + 502) + V.p(e+ §v2)v =pg.v—Vpv+V(rv)—-V.q (VI,29)

Autres formes pour ’équation de conservation de I’énergie

Un grand nombre de formes différentes existent pour I’équation de conservation de ’énergie.
Nous nous proposons de démontrer deux d’entre elles, toutes les autres étant laissées en
exercice pour le lecteur.

Variante 1.

Considérons & nouveau 1’équation (VI,29) et faisons passer le terme —V.pv au premier
membre. On peut écrire :

7] 1 1
ap(e + §v2) + V.p(e+ -2—1)2 + %)v =pgv+V.(rv)—-Vyg (VI,30)

Comme h = e + p/p, on peut encore écrire :

0

1 1
ap(e + §v2) + V.p(h + §v2) =pg.v+ V.(rv)-V.g (VI,31)
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Variante 2. Equation pour l’énergie interne

On va ici éliminer 1’énergie cinétique de l’équation (VI,28). Pour cela, retranchons de
1’équation de conservation de ’énergie, ’équation de bilan pour I’énergie cinétique (V1,12).
On obtient ainst :

p%e =-V.pv+v.Vp+ V. (rv)—v.(V.T)-V.gq (VI,32)

Les deux premiers termes du second membre s’associent pour donner :

—V.pv+v.Vp=—pV.w (VI,33)
Les deux termes suivants peuvent s’écrire :
Tij

0 0
V(T’U) — ’U.(V.T) :a—x—z(TUv]) — 'U]_a_x_
0

"%,
1

(VI,34)

vj
On voit ici apparaitre le double produit scalaire du tenseur des contraintes visqueuses et

du gradient de vitesse.

On peut écrire ce double produit scalaire sous la forme compacte : 7;; 3.0 = T: Vo
T

En définitive I’équation (VI1,32) prend la forme :

d
Pe = —-pVw + 7:Vv — Vg (VI,35)
Taux de variation Puissance Puissance Flux de chaleur
de énergie interne des forces des forces par unité
par unité de de pression visqueuses de volume
volume par unité par unité

de volume de volume
La fonction de dissipation visqueuse

On désigne le double produit scalaire de l’expression (VI,35) sous le nom de fonction de
dissipation visqueuse :

A

®=7:Vv (VI,36)

Cette expression est toujours positive ou nulle. Ainsi les forces visqueuses entrainent
toujours un accroissement de 1’énergie interne du fluide et donc de sa température. Si le
fluide est newtonien, la fonction de dissipation visqueuse s’exprime simplement en fonction
des gradients de vitesse. Les expressions de ¢ dans trois systémes de coordonnées sont
données au tableau 1.
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VI.4. Equation de bilan pour I’entropie

En partant de Péquation de conservation pour I’énergie interne (V1,35) on peut établir une
équation de bilan pour I’entropie. Il faut pour cela utiliser la relation de Gibbs :

Tds = de + pd(1/p) (VI,37)
et ’associer a : d ‘.
p:i; = _V.q+71:Vv—pVow (VI,38)
On obtient ainsi :
7% i _vgir:Vo—pVa V1,39
T =g (5)=-Va+r: pV. (VI,39)
soit encore :
T8 - gt Vetppit) - v V1,40
I =-V.g+T: Plog (5 v (VI,40)

Le terme entre crochets est identiquement nul car :

d 1 1..d
On a en définitive : p
pTd—i =-V.gqg+71:Vv (VI,42)

Cette équation exprime le bilan d’entropie pour le fluide en écoulement. On constate que
la production d’entropie est associée :

(1) au flux de chaleur ¢
(2) au travail par unité de temps des contraintes visqueuses (c’est-a-dire a la fonction de
dissipation visqueuse ®).

.. . . . " ds
Ainsi, un fluide dénué de viscosité et dans lequel ¢ = 0 est tel que : pTE =0.
L’entropie est constante sur chaque ligne de courant. Si de plus le fluide est initialement
caractérisé par la méme entropie s,, son entropie reste constante et égale a s, au cours du

temps.
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Tableau 1. La fonction de dissipation visqueuse pour les fluides newtoniens.

Coordonnées rectangulaires z,y, z
_ Ovg ., , ,Ovy ., 0v; 5
& =u{2(52 + () +(az)1
T z a r4
+(%v 00,,)2 +( 3 0v )2 +(6vy + v )2}
Coordonnées cyhndnques r, 0,z
Ovr 10v Ov,
& =u{2(F) + (g + =)+ ()]
0 vy 1 Gvr 2, 16v, ng 2 av,
a2+ 20y (e ooy (Try Doy
Coordonnées sphenques T, 9 )
Ovr., ,10vg 2 1 Ovy v, wgcotf ,
—,u{2[( or ) +(r or + ) (rs1n0 3¢ + + r )]
0 vy 10v, 4 1 Ov, V12
e g tlmeas T )
sinf 0 1 Ovg,g
+1 r 30(sm9) rsin @ 3¢] }

Tableau 4. Equations de Navier-Stokes

Le fluide est newtonien et la viscosité en volume est négligeable :

Si la viscosité dynamique est constante, ’équation de la quantité de mouvement s’écrit

dv; Bp 9 u 0
p—&'t-— 3 + V’U,-f-—'ézvv

ou encore :

dtt’ ~ Vp+pg+uViv+ 3(V-0)
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Tableau 2. Equations de bilan, formes locales.
Equation de continuité :

dp _

= —pV.v
a - f
Equation de conservation de la quantité de mouvement :
dv

Equation de conservation de I’énergie cinétique :
d 1
p£(§v2) =—-v.Vp+(V.7)+pg.v

Equation de conservation de I’énergie totale e + (1/2)v? + @ (@ représente le potentiel des
forces de volume) :

1
pdt(e+—v +®)=-V.q+V.(rv)—-V.pv

Equation de conservation de I’énergie totale e + (1/2)v?

1
pdt(e + 50 )= -V.g+ V.(r.v) = V.pv + pg.v

Equation pour I’énergie interne :

pge= -V.q—-pVau+7:Vo

Equation pour ’enthalpie totale A + (1/2)v? + @ :

Op
(h+lv +<I>)——Vq+—+V(T'v)

Pat ot

Equation pour l’enthalple totale h + (1/2)v?

0
(h+ v) —V.q+—p+V.(T.'v)+pg.'v

Pt ot

Equation pour ’enthalpie :

dh dp
Equation de bilan pour 'entropie :
pT%ﬁ =-Vgqg+7:Vv

Equation pour la température (en termes de T et c,) :

dT Op
pcvm =-V.qg+7:Vv-— T(gj;) pV.v

Equation pour la température (en termes de T et c,) :

alnp) dp

dT
Por gy =~V atTiIVY - (0lnT pdt
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Tableau 3. Equations de bilan, formes locales.
Equation de continuité :

9p
ot

Equation de conservation de la quantité de mouvement :

+V.pv=0

9pv
ot
Equation de conservation de l’energle cinétique :

0,1
ot 2"
Equation de conservation de I’énergie totale e + (1/2)v? + @ :

0 1 1
ap(e + 502 + @)+ V.pv(e+ §v2 +®)=-Vqg+V.(rv)—V.pv

+Vp'v'v-——Vp+pg+V1'

v?) + V. ( 5PV 2v) = —v.Vp+v.V.7T + pg.v

Equation de conservation de ’énergie totale e + (1/2)v?

0 1 1

—5t—p(e + §v2) + V.pv(e+ §v2) =-V.q+ V. (rv)—V.pv+pg.v
Equation pour 1’énergie interne :

%pe + V. pve=-V.q—pVo+717:Vo
Equation pour 'enthalpie totale h + (1/2)v? + & :

) 1 1 )
=p(h+ 502+ )+ Vopu(h+ 50" +8) = —V.g + 5? +V.(T.v)

Equation pour ’enthalpie totale k + (1/2)v? :

0 1 1 0
Ep(h + §v2) + V.pv(h + —2-v2) =-V.gq+ Ep + V.(rv)+pg.v

Equation pour 'enthalpie :

dp

—a-ph+vah——Vq+T Vv+dt

ot
Equation pour 'entropie :
0
T(aps + V. pvs)=-V.qg+71: Vo

Equation pour la température (en termes de T et ¢,) :

de,
dt

aapch-{- V.pc,Tv=-V.q— T(BOT) Vau+71:Vo+pT

Equation pour la température (en termes de T et c,) :

) dlnpy dp de,
2 . - _V.g- P Vot TSR
girorl + VT =-V.q (alnT),,dt +7: Vot pTo
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CHAPITRE VII

BILANS MACROSCOPIQUES ET
APPROXIMATION UNIDIMENSIONNELLE

VII1.1. Introduction

Nous avons établi dans les chapitres précédents les équations décrivant les écoulements de
fluides. Ces équations ont été écrites sous forme différentielle locale et sous forme intégrale
pour divers types de volumes de contrdle. Les équations obtenues sont non linéaires et
elles dépendent des coordonnées d’espace et du temps. De ce fait, les solutions analytiques
des équations du mouvement sont peu nombreuses et il faut utiliser des simplifications et
des approximations pour obtenir des résultats pratiques.

Beaucoup de problémes peuvent étre simplifiés si I'on pose que :
(1) Pécoulement est permanent,

(2) les propriétés du fluide sont constantes dans chacune des sections ot le fluide traverse
la surface de controle (la surface qui limite le volume de contrdle).

La premiere hypothese signifie que les propriétés du fluide ne varient pas dans le temps.
Les écoulements rencontrés dans la réalité ne sont pas strictement stationnaires du fait des
fluctuations turbulentes qui se manifestent dans la plupart des cas. On observe en effet,
dans la plupart des applications technologiques, que toutes les propriétés du fluide fluctuent
autour de leur valeur moyenne avec des amplitudes plus ou moins importantes. Tres
souvent cependant, le débit masse du fluide reste constant si la mesure est effectuée pendant
une période suffisamment longue par rapport & la période des fluctuations turbulentes.
Dans cette situation, on pourra considérer que I’écoulement est constitué par mouvement
stationnaire autour duquel se superposent des fluctuations turbulentes de la vitesse
et des autres variables.

L’hypothese (2) constitue ’approximation unidimensionnelle. Elle signifie que dans les sec-
tions de passage du fluide & travers la surface de contréle, les propriétés restent constantes
ou changent graduellement sur la section. Les propriétés du fluide ne changent alors de
facon appréciable que dans la direction de I’écoulement.

L’approximation unidimensionnelle permet ’analyse de nombreux problemes pratiques
et elle constitue un outil de base de 'ingénieur. Cette approximation est utilisée dans
lestimation de bilans macroscopiques ou dans ’étude d’écoulements internes. Nous allons
tout d’abord chercher les conditions d’application de cette approximation. Nous établirons
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ensuite des bilans macroscopiques de masse et d’énergie en nous plagant d’abord dans le
cas le plus général, puis dans le cas des écoulements unidimensionnels en entrée et en sortie.
Les bilans macroscopiques de quantité de mouvement sont développés de fagon séparée au
chapitre IX. D’autre part, ’approximation unidimensionnelle est utilisée aux chapitres X
et XIII pour analyser des problémes de dynamique des gaz.

VIL2. Conditions d’application de ’approximation unidimensionnelle

La figure 1 représente schématiquement les profils de vitesse pour un fluide s’écoulant dans
un conduit cylindrique de rayon R. Les profils représentés corrrespondent :

(1) & un écoulement unidimensionnel de vitesse uniforme U,,

(2) & un écoulement laminaire du type Poiseuille (voir chapitre X1V),

(3) & un écoulement turbulent pleinement développé (correspondant & un nombre de Rey-
nolds de I’ordre de 10°).

Figure 1.Trois types d'écoulements
._._._L u(r) R dans un c_onduif cylindrique de
EE——— section circulaire.
——— Up
—_——_ee - —-—- L.
———
> (a) Ecoulement unidimensionnel
———
S\ U R
(b) Ecoulement laminaire
pleinement développé
Le profil de vitesse est
[ 3 parabolique
ur) R
(c) Ecoulement turbulent
N e _ développé
- T T Le profil de vitesse peut
étre approximativement
représenté par une loi
de puisssance
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Dans le premier cas, le profil de vitesse est uniforme, u = U, pour 0 <r < R.

Dans le deuxiéme cas, on peut montrer que le profil de vitesse prend une forme parabolique
(voir chapitre XIV), u(r) = Upaz[l — (F)]-

Dans le troisiéme cas, des expériences nombreuses montrent que le profil de vitesse peut
étre décrit par u(r) = Umaz(1— 1-)1/ " ou I’exposant n est compris entre 6 et 10 et dépend

du nombre de Reynolds. La loi de puissance représente bien la distribution de vitesse sauf
au voisinage de la paroi.

Re 4.10% 2.10* 1.10° 1.108 2.10° 3.10°

n 6 6.6 7 8.7 10 10

Alors que lécoulement laminaire du type Poiseuille différe notablement de 1’écoulement
uniforme, les profils de vitesse correspondant & des écoulements turbulents développés sont
trés proches du profil uniforme. De fagon intuitive, on peut donc prévoir que des grandeurs
globales comme le débit masse, le débit de quantité de mouvement ou le débit d’énergie
cinétique seront convenablement estimés dans le cas d’écoulements turbulents développés
3 l’aide de I’hypothése unidimensionnelle. Pour préciser cette idée, on va calculer
ces débits pour les trois types d’écoulements envisagés plus haut. La comparaison sera
effectuée en supposant que le débit masse est identique dans les trois cas.

Exemple

On considére I’écoulement d’un fluide incompressible dans un conduit de section circulaire
de rayon R et on envisage

(1) un écoulement unidimensionnel de vitesse U,

(2) un écoulement laminaire u(r) = Ur(1 — r?/R?)

(3) un écoulement turbulent correspondant & un nombre de Reynolds Re = 105. On
prendra dans ce cas u(r) = Up(l — r/R)l/ " avec n = 7. Pour effectuer la comparaison,
on supposera que les trois écoulements assurent le méme débit masse rn. Déterminer les
valeurs de Uy, et Ur pour les écoulements laminaire et turbulent en fonction de U,, puis
calculer les débits de quantité de mouvement et d’énergie cinétique et les rapports de ces

débits.
Solution

Pour 1’écoulement unidimensionnel (désigné par l'indice 0) le débit masse est :

R
m = / pv.NdA =/ pu(27r)dr = pr R2U,
A 0

ou N désigne la normale tournée dans la direction de I’écoulement.

Le débit de quantité de mouvement est :

R
F, = / pv('v.N)dA=/ pul(27r)dr = prR*U?
A 0
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Le débit d’énergie cinétique prend la forme :
R2
G, = / p—(v.N)dA = / p—(27rr)dr = p——U3
Si ’on considére a présent 1’écoulement laminaire développé, on peut écrire :
R 2
. TR
g = / pUL(1 - R2)(27rr)dr = o5

R 7TR2
Fi= [ ovi(- T (@mrydr = T U2
[0

et :
R 2
G = / UL(1 - —) (2nr)dr = piUL
o) R?

Pour 1’écoulement turbulent développé correspondant a une valeur n =7, on a :

R
r
i = U 1——1/727rrdr=p 7rR2UT

R 2 T \2/7 49 912
Fr= ; pUT(1--R-) 27rrdr=p57rR Ur

et :

R 3
U r 49
G =/ ZL(1 - =)*"2xrdr = p—7RXU2
T=| r3 1-%) PT70 T

Les débits masse des trois écoulements sont identiques si : U = 2U, et Ur = (60/49)U,.
Pour ces valeurs de U, et Ur, on obient :

Fr, 4 Gi Fr 602

GL
sp_2 Gr_o im0 e ZE—1.058
-3 G2 F (2@ ¢ G,

Ces rapports différent notablement de 'unité dans le cas laminaire. Au contraire, pour
le profil de vitesse turbulent, les débits de quantité de mouvement et d’énergie cinétique
s’écartent d’environ 2 et 6% des valeurs obtenues pour 1’écoulement uniforme.

On peut donc utiliser I’hypothése unidimensionnelle dans le cas d’écoulements turbulents
développés en conduits en adoptant, comme vitesse uniforme sur la section, la valeur qui
permet de retrouver le débit masse exact de ’écoulement envisagé.

VIIL.3. Bilan macroscopique de masse

Les bilans macroscopiques peuvent étre établis de facons diverses. On peut partir d’ex-
pressions écrites pour un volume matériel. On peut aussi prendre comme point de départ
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les formes locales des équations de bilan. Ces deux méthodes vont étre utilisées ici a titre
d’illustration.

VIL.3.1. Cas général

Considérons d’abord un volume matériel V,,,(¢) limité par la surface matérielle A, (t). Soit
Va(t) un volume arbitraire de surface 4,(t) qui coincide & I'instant ¢ avec le volume matériel
Vin(t) (figure 2).

Figure 2. A l'instant t le volume de controle
arbitraire Vg (t) coincide avec le volume de
contrdle matériel Vy(t) .

A1)
Les théorémes de transport pour ces deux volumes ont pour forme :
ﬁ/ fav =/ ﬂdV—}-/ fv.ndA (VII,1)
dt Jv,.(1) V() Ot Am()
et: d 5
—/ fdav =/ —de+/ fw.ndA (VII,2)
dt Jv, va(y) Ot Aa(t)

Comme les volumes V,, et V, coincident a ’instant ¢, les premiers termes apparaissant au
second membre de ces deux expressions sont identiques et on peut combiner (VII,1) et

(VII,2) et obtenir :

d d

fdv = = fdV + / f(v — w).ndA (VII,3)
Va(2) Al ()

dt Jy,.q dt

Ce corrollaire des théorémes de transport va nous permettre d’écrire des bilans macro-
scopiques pour des volumes arbitraires. Dans la plupart des applications, le volume V,(t)
est fixe et 'expression (VII,3) devient dans ce cas :

d d

— fdvV = ——/ de+/ fv.ndA (VII,4)
dt Vi (t) dt 1% A

Posons a présent f = p. Si le volume matériel ne contient ni sources ni puits, la masse est

conservée et p

= dV =0
dt Jv,.(1) P

L’expression (VII,3) donne dans cette situation :

d
2 / pdV + / p(v — w).ndA =0 (VII,5)
dt Jv, () Aa(2)
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Si le volume V, est fixe, on obtient :

d

o pdV + / pv.ndA =0 (VII,6)
A

Les expressions (VII,5) et (VII,6) constituent des bilans macroscopiques de masse. La
signification physique de ces relations est facile & comprendre. Ainsi par exemple (VII,6)
exprime le fait que la variation de la masse contenue dans le volume fixe V' résulte des
débits de masse qui passent a travers la surface de contrdle A :

dm ) .
7y = Mentrant — "Msortant

L’expression (VII,6) peut aussi étre établie a partir de I’équation de bilan de masse loca-

le :
9p
ot

Cette équation est d’abord intégrée sur le volume fixe V :

+V.pv=0 (VII,T)

/ (2‘3 + V.pv)dV =0 (VII,3B)
v Ot
La relation de Green-Ostrogradski conduit & :
/ apdV + / pv.ndA =0 (VII,9)
A

et le signe 9/0t peut étre placé devant l'intégrale de volume car V est fixe. On retrouve
de cette fagon ’expression (VILG6).

VII.3.2. Bilan macroscopique pour un écoulement unidimensionnel en entrée
et sortie

Considérons a présent le systéme de la figure 3. Le volume de controle fixe V est limité par
la surface latérale ¥ et par les surfaces d’entrée et de sortie A; et A;. Nous supposerons
que ¥ est imperméable, c’est-a-dire que le débit masse au travers de cette surface est
identiquement nul.

Il sera commode d’utiliser des normales N7, IN, tournées dans la direction de I’écoulement,
N; = —ny sur A; et Ny = ny sur A4s,.
Le bilan macroscopique de masse pour le volume de controle fixe V' s’écrit sous la forme :

i / pdV + [4 et pv.ndA =0 (VII,10)

L’intégrale sur ¥ est nulle et ’expression précédente peut se mettre sous la forme :

iT_:/ pv.NldA-—/ pv.N,dA (VIL11)
dt Ay Ag
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Figure 3.
Un systéme unidimensionnel
en entrée et sortie.

Si I’écoulement en entrée et sortie peut étre considéré comme unidimensionnel v.INy = v;
sur A; et v.IN; = vy sur A;. On peut alors écrire :

dm

dt = Pllel 2v2A2 (VII, 12)

Cette expression se simplifie encore si I’on suppose que 1’écoulement est permanent. On a
dans ce cas : pyv1 A; = pave Ay =1

Si ’écoulement est unidimensionnel dans toutes les sections du systéme, m = pvA est
constant dans tout le systéme.

VII.4. Bilan macroscopique d’énergie

VIIL.4.1. Bilan macroscopique dans le cas général

Pour simplifier I’exposé, nous établirons uniquement le bilan macroscopique d’énergie pour
un volume fixe. Considérons & nouveau ’expression (VII,4) et posons f = p(e + 1v2)

ple + —-v dV = d

1 2 1 2
d - . ~v?)dA VII 13
dt Jv,.(1) dt/ plet 30 )dv+/,4pv nets) ( )

On sait d’autre part (voir chapitre VI) que :

d

— ple + lqﬂ)dv =W+Q (VII, 14)

ou W et Q représentent le travail et la chaleur transmis par unité de temps au systéme
fluide contenu dans le volume V. On peut donc écrire pour le systéme de la figure 3 :

d

= / plet v HdV + / p(v.n)(e + lv"’)dA =W+Q (VII, 15)
¢ Ar+A; 2
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Cette expression constitue déja un bilan mascroscopique, mais on préfere souvent utiliser
une variante obtenue en séparant la puissance W en deux partles On fait apparaitre la
puissance W’ de toutes les forces & lexception des forces de pression qui agissent en entrée
et sortie du systéme et des forces volumiques qui agissent sur ’ensemble du systeme. Cette
décomposition s’écrit sous la forme :

w = W'+ / pg.vdV — / pv.ndA (VII,16)
1% Ai1t+A2
Puissance Puissance Puissance des Puissance des
de toutes des forces forces volumiques forces de pression
les forces autres que en entrée et
les forces sortie du systeme
volumiques

et les forces
de pression en
entrée et sortie

Supposons & présent que les forces volumiques dérivent d’un potentiel g = —V&. On peut
écrire la puissance des forces volumiques sous la forme :

/pg.'vdV::/ —pv.VodV
1% 1%

(VII,17)
“‘-—/ V.pv@dv+/ dV.pvdV
\%4 |4

La premiére intégrale de volume peut étre transformée en intégrale de surface et on peut
remplacer V.pv par —0p/0t dans la seconde intégrale. On obtient ainsi :

/ pg.vdV = — / pv.nddA — / 32° v (VII,18)
1% Ar1+A2

En portant (VII,16) et (VII,18) dans la relation (VII,15), on obtient facilement :

d

/ ole+ 1v + @)V + / pon(h+ 2t 4 8)dA=W' +Q  (VII,19)
dt A1+A 2

ou h = e + p/p est 'enthalpie par unité de masse de fluide. Pour obtenir (VII,19), nous
avons supposé que 9®/9t = 0, une hypothése vérifiée dans la majorité des cas pratiques.

L’expression (VII,19) constitue le bilan macroscopique d’énergie recherché. On peut encore
écrire :
d

d/ (e+1v + &)V = /pvl.Nl(h+1v2+<I>)dA
7 N >

X (VII,20)
_ / pv2.Na(h + 507 + B)dA+ W' +Q

A2
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Cette expression indique que la variation de l’energ1e totale est produite par les débits
entrants et sortants d’enthalpie totale, par la puissance W' des forces autres que les forces
de pression (en entrée, sortie) et les forces volumiques et par la chaleur Q) transmise au
systéme considéré.

VII.4.2. Bilan macroscopique d’énergie pour un systéme unidimensionnel
en entrée et sortie

Si le systéme considéré est undimensionnel en entrée et sortie, l’expression (VII,20) de-
vient :

d

= p(e + lv + ®)dV = —A[m(h + v +3))+W +Q (VII,21)
m = pvA

Lorsque I’écoulement est permanent, on retrouve le premier principe écrit pour un systeme
ouvert :

Alm(h + %M +®))=W'+Q (VII,22)

On peut aussi considérer une unité de masse et écrire :

A(h + %«ﬂ +@)=w'+¢ (VII,23)
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CHAPITRE VIII

LE THEOREME DE BERNOULLI ET SES APPLICATIONS

VIII.1. Introduction

Lorsque certaines conditions sont réunies, on peut écrire une intégrale premiere des équa-
tions de Navier-Stokes. Ce résultat constitue le théoréeme de Bernoulli. Ce théoréme est
applicable & des écoulements d’un fluide idéal (dénué de viscosité), dont la masse volumique
est constante ou dont la pression ne dépend que de la masse volumique (fluide barotrope)
et qui est soumis & des forces de volume qui dérivent d’un potentiel. Ces conditions sont
trés souvent vérifiées en pratique. Pour cette raison, le théoréme de Bernoulli est utilisable
dans un grand nombre de situations. Méme lorsque les contraintes visqueuses ne peuvent
étre négligées, on peut généraliser I'intégrale de Bernoulli et utiliser une expression qui
s’apparente & un bilan d’énergie mécanique.

On peut, par ce biais, tenir compte des pertes de charge par frottement qui apparaissent
dans les circuits hydrauliques. On peut aussi décrire les transferts d’énergie associés a des
machines génératrices ou réceptrices (turbines ou pompes) placées sur la canalisation.
Les diverses formes du théoréeme de Bernoulli sont établies & la section 2. Des applications
classiques sont traitées & la section 3. L’extension du théoréme de Bernoulli & des configu-
rations plus complexes est effectuée a la section 4. Un développement plus rigoureux de ce
théoreme généralisé est présenté a ’annexe A. Le premier principe de la thermodynamique
et le théoréeme de Bernoulli généralisé sont comparés a la section 5. L’analyse des pertes
de charge dans des canalisations ou des singularités fait 'objet de la section 6.

La détermination pratique des pertes de charge dans les conduits rugueux et dans les
singularités est briévement décrite dans cette derniére section.

VIII.2. Expressions du théoréme de Bernoulli

VIII.2.1. Fluides incompressibles

Nous considérons ici ’écoulement d’un fluide dénué de viscosité et nous supposons
d’autre part que les forces volumiques dérivent d’un potentiel :

T,‘j=0 (VIII,].)
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g=-Vo (VIII,?2)

L’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrit dans cette situation :

‘Z"t’ —Vp+pg (VIII,3)
ou encore : d
d‘t’ = —Vp—pVd (VIII,4)

On peut maintenant utiliser I’identité vectorielle :
2
v. Vv = v‘-’z- +(Vxv)xv (VIII,5)

pour écrire I’équation (VIII 4) sous la forme :

2
%+V—+(va)xv——v——vq> (VIII,®6)
p

Si le fluide est incompressible, le premier terme du second membre peut s’écrire :

Yr_v® (VIII,T)
p p
et ’équation (VIIL,6) devient :
dv
6t+v(_+ +®)+(Vxv)xv=0 (VIII,B)
p
soit encore en introduisant le vecteur tourbillon w =V x v :
91’+V(”—2+?.+<1>)+wxv=o (VIIIL,9)
ot 2 p ’

Si ’écoulement est permanent, 1’équation précédente s’écrit :

2
V(%+§+<I>)+w><v=0 (VIII,10)

On peut projeter cette expression sur la ligne de courant locale. Désignons par s le vecteur
unitaire suivant cette direction et par 9/0s la dérivée suivant cette direction :

0

= VIII 11
s =8V ( 1)

La projection de (VIII,10) suivant la direction s donne :

2
s.V(5+ % +8)+5.(wxv)=0 (VIII,12)
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et comme s et v sont colinéaires : s.(w x v) =0, ainsi :

d v: p
9P gy VIII,13
83( 2 p )=0 ( )

Le long d’un filet fluide (figure 1), la quantité entre parentheses est une constante.

2
%— + P + ® = constante sur une ligne de courant (VIII, 14)
p

Les forces de volume se réduisent le plus souvent a la seule force de pesanteur pour laquelle
® = gz ou z est la cote verticale du point. Dans ce cas:
02

5 +24 gz = constante sur une ligne de courant (VIII,15)
P

Les conditions qui nous ont permis d’obtenir cette expression sont rassemblées ci-dessous :
(1) le fluide est dénué de viscosité, 7 =0

(2) les forces volumiques dérivent d’'un potentiel, g = -V &

(3) le fluide est incompressible, p = constante

(4) l’écoulement est permanent.

En général la constante c est associée & chaque ligne de courant. La valeur de ¢ = v?/2 +
p/p + gz change avec la ligne de courant.

La variation de cette constante dans la direction normale & la ligne de courant est obtenue
en projetant (VIII;10) suivant la normale n locale, on a :

2

n.V(ifZ- +2 1) +tn(wxv)=0 (VIII,16)
P
soit :
Jc

Ligne de courant

1_1_?+ D_+ gz = const.
s b

Figure 1.
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VIIL.2.2. Ecoulements irrotationnels d’un fluide incompressible

Une situation particuliére trés importante est celle des écoulements irrotationnels.
Dans cette situation w = V x v = 0 et la constante de Bernoulli est la méme pour toutes
les lignes de courant. On peut écrire dans ce cas :

’02

- + gz = ¢ dans tout I’écoulement (VIII,18)

+

oIS

Lorsque 1’écoulement est irrotationnel et instationnaire, on peut encore obtenir une ex-
pression simple. Pour cela nous repartons de ’expression (VIIL,9) écrite en tenant compte

dew=0:
v 4 v(_f 2+d)=0 (VIII,19)
9t p
Comme 1’écoulement est irrotationnel, la vitesse dérive d'un potentiel : v = Vo, et
(VIIL,19) s’écrit :
V( +—2—+ Piroy=o0 (VIII,20)

La quantité entre parenthéses est une fonction du temps uniquement :

Op

2
Tt Piro=r) (VIII,21)

pour ’ensemble du fluide.

Pour simplifier I’expression précédente, la fonction f(t) peut étre incorporée au potentiel
. Pour cela posons :

- / f(t)dt (VIII, 22)

On peut alors écrire :

2
91 “— +248=0 (VIII,23)
ot P

Les champs de vitesse correspondant aux potentiels ¢ et ¢; sont les mémes car :
VQO = VL,O].

Les conditions d’application de ’expression (VIII,23) sont en définitive les suivantes :
(1) le fluide est dénué de viscosité, 7 =0

(2) les forces volumiques dérivent d’'un potentiel, g = -V ®

(3) le fluide est incompressible, p = constante

(4) Vécoulement est irrotationnel.

L’expression (VIII,23) constitue le théoréme de Bernoulli instationnaire. Ce théore-
me a de nombreuses applications en hydrodynamique (théorie de la houle, évaluation des
forces et des moments hydrodynamiques, problémes d’instabilité, écoulements hydrauliques
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transitoires etc.). Ces problémes sont traités dans les livres de Lamb 1945, Le Méhauté
1976, Newman 1977, Drazin et Reid 1981.

VIIL.2.3. Fluides barotropes

On peut obtenir des expressions du théoreme de Bernoulli dans des situations dans les-
quelles le fluide n’est pas incompressible.

Nous considérons ici le cas d’écoulements de fluides barotropes, c’est-a-dire des évolutions
dans lesquelles la pression du fluide ne dépend que de la densité : p = p(p).

On a une relation de ce type si, par exemple on considére un gaz parfait en évolution

isotherme :
p = prT, T = constante

ou encore si le gaz parfait subit une transformation isentropique :

p=plede, s = constante
Dans ce type de situation :
VP _ v / dp (VIII,24)
p p
on peut alors remplacer ’expression (VIII,6) par :
v v? dp _
E+V(-é—+/7+<1>)+wxv—0 (VIII,25)

puis obtenir les expressions suivantes :

2
% + / & + & = constante sur la ligne de courant (VIII,26)
2 p

Conditions

(1) le fluide est dénué de viscosité

(2) les forces volumiques dérivent d’un potentiel
(3) le fluide est barotrope, p = p(p)

(4) l’écoulement est permanent.
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v? dp

5 + 7 + & = constante dans tout le fluide ‘ (VIII,27)
Conditions
(1) le fluide est dénué de viscosité
(2) les forces volumiques dérivent d’un potentiel
(3) le fluide est barotrope, p = p(p)
(4) Vécoulement est permanent.

(5) I'écoulement est irrotationnel, w = 0

2
%—? + % + /@ + & = constante dans tout le fluide (VIII,28)
p

Conditions

(1) le fluide est dénué de viscosité

(2) les forces volumiques dérivent d’un potentiel
(3) le fluide est barotrope, p = p(p)

(4) Pécoulement est irrotationnel, w =0

VIII.3. Applications du théoréme de Bernoulli

Dans les applications qui vont suivre, nous considérons des écoulements permanents de
fluides incompressibles.

VIIL.3.1. Ecoulement par des orifices

Ecoulement d’un liquide sous I'influence de la pesanteur.

Considérons d’abord un liquide contenu dans un récipient et s’écoulant par un orifice de
section s (figure 2). Nous supposons d’autre part que la pression qui régne a la surface
du liquide est égale a la pression qui régne a proximité du jet libre. Soit p, cette pression
ambiante. Appliquons le théoréme de Bernoulli entre la surface libre A et une section B
du jet libre. La section B est prise a une distance suffisante de 1’orifice pour que I’on puisse
considérer que I’écoulement s’effectue par tranches et que la pression qui regne dans cette
section est p,. Le long d’une ligne de courant issue de la surface libre et rejoignant orifice,
on peut écrire :

2
S g S L (VIII,29)

Si le réservoir présente une section importante par rapport a la surface de lorifice, on peut
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}N

Figure 2. Ecoulement d'un liquide sous
l'influence de la pesanteur.

négliger v /2g et, en posant z4 — zp = h, on obtient facilement :
vp = (2gh)'/? (VIII,30)
Cette expression simple a été obtenue pour la premiére fois par Toricelli.

Application. L’orifice se trouve & 10 m au-dessous de la surface libre. Calculer la vitesse
vB.
Ici, h = 10m et vg = (2 x 9.81 x 10)/2 = 14.0m/s.

L’expression que nous venons d’établir montre que la vitesse de la particule fluide est la
méme que celle d’une particule qui serait tombée en chute libre d’une hauteur k. En
réalité, la vitesse du jet est toujours inférieure a la valeur calculée d’apres (VII1,30). Cette
différence provient des dissipations d’énergie par frottement. On utilise en pratique :

vp = k(2gh)*/? (VIII, 31)

ou k < 1 représente un facteur correctif déterminé expérimentalement.

S
SB=OLS'

Orifice en paroi mince Orifice profilé

ST e

(

Orifice en paroi épaisse O'réﬁce en paroi épaisse
L'écoulement est laminaire L'écoulement est turbulent

Figure 3. Types d'écoulements produits par des orifices.
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D’autre part, I’expérience montre que la section du jet, dans la région ou I’écoulement
redevient paralléle, n’est pas identique & celle de 'orifice. Pour un orifice dans une paroi
mince, (figure 3) cette section est de 'ordre de 0.61 fois celle du trou. Ainsi au point B,
la section du jet est :

Sp=aS ou a ~ 0.61 Sp est appelée section contractée

Dans ces conditions, le débit volume de ’orifice est donné par :
¢ = Spug = akS(2gh)'/? (VIII,32)

Le produit Cy = ak est le coefficient de débit de ’orifice et le débit volume se met sous la
forme finale :

gv = CaS(2gh)'/? (VIII, 33)

VIIL.3.2. Ecoulement & partir d’un réservoir en surpression

Nous considérons & présent un fluide s’écoulant & partir d’un réservoir dans lequel regne
une pression p; (figure 4). A lextérieur du réservoir, la pression ambiante est po. Pour
une ligne de courant qui ne subit aucune dénivellation z4 = zp, on peut écrire :

2 2
%#2’_2 =1;_;’].+%.§. (VIII, 34)

B Figures. - .
Ecoulement a partir d’'un réservoir

§ o
B pressurise.

Si le réservoir est suffisamment grand, la vitesse v4 est relativement faible et on peut
négliger v%4 /2g. Dans ces conditions :

vp = [2(p1 — po)/p]"/? (VIII,35)

Application. Un réservoir contient de I’air & 15°C sous une pression p; = 1.01atm. La
pression ambiante est py = 1atm. La masse spécifique de l'air pourra étre prise égale a
p =1.225kg/m? (Note : 1atm = 101325 Pa).
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D’apres I’expression établie plus haut : vg = [(2)(0.01)(101325)/1.225]1/2 =40.7m/s.

La formule (VIII,35) peut étre appliquée & des écoulements de gaz si les effets associés a la
compressibilité restent faibles. Il en est ainsi lorsque la vitesse de 1’écoulement reste tres
inférieure a la célérité sonore.

Dans ’exemple précédent, la célérité sonore est donnée par :
¢ = (vpo/p)/? = (1.4 x 101325)/1.225)!/% = 340.3m/s

Cette célérité est neuf fois plus grande que la vitesse vg, le nombre de Mach d’éjection est
MB = vB/c = 0.12.

Nous montrerons plus loin (chapitre X) que la variation relative de densité dans un écou-
lement isentropique est de 'ordre de grandeur du carré du nombre de Mach. Pour les
conditions envisagées ici, Ap/p ~ 0.01, une variation relative négligeable, et I’écoulement
peut étre considéré comme incompressible.

VIII.3.3. Pression sur un obstacle placé dans un écoulement uniforme
Considérons maintenant un obstacle placé dans un écoulement uniforme d’un fluide in-

compressible et désignons par v la vitesse uniforme & l'infini amont (tres loin en amont
de Pobstacle) et par poo la pression a l'infini (figure 5).

Figure 5. La vitesse s'annule au
point d'arrét.

v, \_

A proximité de ’obstacle le courant se divise pour contourner ’obstacle. Il existe une ligne
de courant qui sépare les particules fluides qui passent de part et d’autre de I'obstacle. Au
point A, ou cette ligne rencontre ’obstacle, la vitesse s’annule. Le point A est appelé
point d’arrét ou point de stagnation.

Sur la ligne de courant qui passe par le point d’arrét, on peut écrire :

2

Vo

Si la dénivellation zo, — z4 est faible ou si les forces de pesanteur sont négligeables, on
peut écrire :
2
v
PA=Poo+p—;—° (VIII,37)
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L’élévation de pression p4 — peo = pv%,/2 est communément appelée surpression d’arrét
ou pression dynamique. La pression p4 est la pression d’arrét. L’expression (VIII,37)
est applicable aux écoulements incompressibles. Lorsque les effets de compressibilité sont
importants, I’évaluation de la pression d’arrét doit étre effectuée a I’aide des résultats du
chapitre X.

Application. On considére un écoulement d’eau a la vitesse veo = 20m/s. Déterminer
la pression d’arrét pour cet écoulement.

Ona:
PA — Poo =pv5,/2 = (10°)400/2
=2.10° Pa = 2Bar

Dans le cas de D’air, on aurait : p4 — peo = (1.225)400/2 = 245 Pa

Cette surpression est beaucoup plus faible dans cette situation, car ’air est environ 103
fois plus 1éger que I’eau. Notons une fois de plus que I’application de I’expression (VIIL,37)
a des gaz n’est strictement justifiée que si les effets de compressibilité sont négligeables,
c’est-a-dire si le nombre de Mach reste petit devant 1.

VIII.3.4. Mesures de pressions dans un fluide. Tube de Pitot

Considérons maintenant un obstacle muni d’un orifice ou point d’arrét (figure 6). La
pression qui régne en ce point se transmet par un conduit mince & un capteur de pression
(par exemple un tube manométrique). On peut ainsi mesurer la pression d’arrét p4. Les
sondes qui fonctionnent suivant ce principe sont appelées tubes de Pitot.

e e ] V l d .
re—
e ) ers Le capteur ae pression

Figure 6. Le tube de Pitot permet la mesure de la pression d'arrét.

Ce type de sonde est principalement utilisé pour la mesure de la vitesse locale du fluide.
Il faut, pour obtenir la valeur de cette vitesse, mesurer la pression statique po au méme
point. Si le fluide est incompressible, la vitesse est donnée par :

9 _ 1/2
b= [“ﬂ;?_f’)] (VIII,38)

La pression statique py est généralement mesurée & ’aide d’une sonde dont 'ouverture est
adjacente & ’écoulement local (figure 7). Aprés insertion de la sonde dans ’écoulement,
il reste dans orifice une masse de fluide au repos (ou fluide mort). La pression qui regne
dans cette région est constante et égale & la pression qui régne dans le fluide en écoulement.
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E Figure 7. La pression statique est mesurée
m N a l'aide d'une orifice adjacent a l'écoulement.

Vers le capteur de
pression

Trés souvent, les mesures de pression d’arrét et de pression statique sont effectuées par une
seule sonde appelée sonde de Prandtl. Cette sonde comporte un orifice au point d’arrét
permettant la mesure de la pression d’arrét et plusieurs orifices latéraux pour la mesure de
la pression statique. L’orifice d’arrét et les orifices latéraux sont raccordés a des capteurs
de pression absolue ou a un capteur de pression différentiel (figure 8).

L’utilisation de plusieurs trous latéraux rend la sonde peu sensible a de faibles inclinaisons
par rapport a la direction de I’écoulement.

r o —_4

Pression ‘Pression d'arrét
statique

Vers les capteurs de pression
ou le capteur de pression différentiel

Figure 8. Sonde de Prandil.

VIIL.3.5. Ecoulement dans un Venturi et application a la mesure des débits

Considérons maintenant un fluide incompressible s’écoulant dans un tube d’axe horizontal
dont la section varie de fagon continue (figure 9).

Le théoréme de Bernoulli appliqué a cette situation donne :

2
P+ p% = constante (VIII,39)
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Figure 9. Ecoulement dans un Venturi. La mesure de la
différence de pression entre la section d'entrée et la section
du col permet la détermination du débit passant dans le
canal.

L’équation de continuité s’écrit d’autre part :

Av = g, = constante (VIII,40)

Ainsi, lorsque la section du conduit décroit, la vitesse augmente d’apres (VII1,40) et la
pression diminue d’aprés (VIII,39). La pression est donc plus faible aux endroits ou la
section du conduit est plus réduite.

C’est le phénomene de Venturi utilisé, par exemple, pour la réalisation de trompes aspi-
rantes. Il suffit en effet de relier le récipient & vider, a la partie rétrécie d’un Venturi. L’eau
qui s’écoule dans le Venturi permet d’abaisser la pression dans le réservoir a quelques mm
de mercure. Le gaz est entrainé par le liquide sous forme de bulles.

On peut aussi utiliser le principe du Venturi pour la mesure des débits. En effet, considérons
la section d’entrée (indice 0) et la section rétrécie (indice 1) du Venturi. On peut écrire :

2 2

P0+pr%0 =pP1 'i'f’vg1 (VIII, 41)
Agvg =411 (VIII, 42)
puis déduire de ces deux relations :
Po—p1 =p(v—§ - v—j) (VIII,43)
et :
v _A1 (VIII,44)
v Ao
On tire facilement : 2(p0 )
v = J1/2 (VIII,45)

T
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ou 3 = A; /Ay désigne le rapport des sections.
On obtient le débit masse a ’aide de :

. A
m = pAiv = (1—_'512)1—/2[%(?0 —p1)]'/? (VIII, 46)

En pratique, on remplace souvent le Venturi par un diaphragme calibré (figure 10). Ce
dispositif produit une perte de charge et on peut utiliser une expression analogue a celle
du Venturi, mais dans laquelle il faut introduire un coefficient de débit ¢ empirique. Si po
et p; désignent respectivement les pressions mesurées en amont et en aval du diaphragme,
le débit masse est donné par :

CA]

m =

[2p(po — p1)]'/* (VIII,4T)

Le coefficient ¢ dépend de la forme du diaphragme, des positions de mesure de la pression
et du rapport 3. Sa valeur est généralement donnée par le constructeur du diaphragme.

On utilise aussi tres souvent des débimeétres & section variable dont le type est le rotametre
(figure 11). Dans ce dispositif, la chute de pression est constante et le débit est fonction
de la section de passage du fluide. Le rotameétre se compose d’un tube transparent vertical
dont la section augmente de facon continue. Un flotteur est placé dans cette section et
c’est la position de cet élément qui permet la détermination du débit. Pour accroitre la
stabilité du flotteur, on le munit de rainures inclinées par rapport a 'axe vertical et le
fluide en écoulement lui donne un mouvement de rotation autour de cet axe, d’ou le nom
de rotameétre. Pour chaque valeur du débit, le flotteur prend une position d’équilibre dans
le tube. Si Af représente la section maximale du flotteur, —Ap la chute de pression entre
Pamont et 1’aval de la section, Vy le volume du flotteur et ps la densité du flotteur, on
peut écrire lorsque le flotteur est en équilibre :

(—Ap)As = (ps — p)9Vs (VIII,48)
Soit a = A— Ay la section de passage du fluide, le débit masse est donné par une expression

semblable a celles établies plus haut :

= (ac/il);,]l [20(—2p)? (VIII,49)

Capteur de pression différentiel

.

W Figure 10. Diaphragme calibré
N\ pour la mesure du débit.

_—_/\—:EB
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Figure 11. Schéma de principe des rotamétres.
Un flotteur est placé dans un tube faiblement
divergent. La position prise par le flotteur
lorsque le fluide s'écoule permet la
détérmination du débi.

soit encore :

m

_ ca : [2gi(Pf - p)]1/2 (VIII,50)
[1—(a/A)2]1 2 Af

Ainsi r est une fonction de a et de a/A, donc de la position du flotteur dans le tube. On
peut graduer le tube pour permettre une lecture directe du débit.

VIII.3.6. Diffuseurs de turbines hydrauliques

Un diffuseur est un élément de conduit dont la section augmente de fagon progressive. En
général, le diffuseur débouche dans un canal de fuite présentant une section importante.
Considérons le diffuseur de la figure 12 et appliquons le théoréme de Bernoulli entre la
section d’entrée A et la section d’échappement B :

2 v2
ZA+%+§4=ZB+§§+% (VIII,51)

Si la section de sortie est suffisamment large, on peut négliger v%/2g et on peut écrire :
2
v
a4 PA a4 PB (VIII,52)
rpg 29 Py
On peut supposer, en premiére approximation, que zgp ~ 2, et pg = po et, dans ces

conditions : )

pa =po— p=2 — pgh (VIII,53)

h:ZA—Zo

Cette expression montre clairement que la pression a ’entrée du diffuseur est inférieure a
la pression atmosphérique d’une quantité pv? /2 + pgh.
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Figure 12. Diffuseur pour turbine hydraulique.

Le diffuseur est généralement placé en aval d’une turbine. Si I’échappement de la turbine
s'effectuait & l’air libre et & une hauteur h au-dessus du canal de fuite, on perdrait toute
I’énergie cinétique contenue dans ’eau au point A et ’énergie potentielle correspondant &
la chute de hauteur h.

Le diffuseur permet d’éviter ces deux pertes et d’obtenir une contrepression en aval de
la turbine inférieure a la pression atmosphérique. Pour un méme débit, on peut ainsi
augmenter ’énergie produite par la turbine.

Pour que le diffuseur fonctionne correctement, il faut que sa section augmente de fagon
trés progressive pour éviter un décollement a la paroi. Tout décollement pariétal empéche
en effet la récupération des énergies cinétique et potentielle du fluide.

Il faut, d’autre part, garder la continuité & I’écoulement et empécher toute cavitation.
Pour cela, la pression doit rester partout supérieure a la pression de vapeur saturante a la
température considérée.

VIII.4. Analyse de systémes de canalisations

VIII.4.1. Extensions du théoreme de Bernoulli & ’analyse des écoulements
dans les canalisations

L’un des problémes couramment rencontrés par les ingénieurs est la conception d’ un
réseau fluide comprenant des canalisations, des générateurs ou des récepteurs d’énergie,
des réservoirs, des valves etc. Pour fixer les idées, nous avons représenté un systéme typique
a la figure 13. Le concepteur doit déterminer le diameétre des canalisations et les puissances
a fournir aux pompes ou celles que 1’on peut obtenir des turbines. Pour analyser de tels
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systémes, on utilise le plus souvent un bilan macroscopique pour I’énergie mécanique. Une
démonstration rigoureuse de cette relation est donnée en annexe A. Pour sim-
plifier notre présentation, nous allons plutét obtenir cette relation par plusieurs extensions
successives du théoréme de Bernoulli.

Considérons d’abord un fluide incompressible en écoulement stationnaire dans une canali-
sation (figure 14). En 'absence de toute force de viscosité, on peut écrire le théoreme de
Bernoulli sur chaque ligne de courant.

La constante de Bernoulli p/p + v? + gz n’est pas en général la méme pour les filets fluides
qui composent 1’écoulement. On peut cependant considérer un tube de courant élémentaire
et écrire 'identité suivante :

,02

2
(% + 5 + gz)1(pv.NdA), = (1—; + % + gz)2(pv.NdA)2 (VIII, 54)

ou la normale N est orientée dans la direction de I’écoulement.

Réservoi 1 Valve Valve

)

e

Réservoir 2

Pompe
Figure 13. Systéme de canalisations.

1 Figure 14. o
Ecoulement dans une canalisation.

Une intégration sur la section du conduit donne :

p v p, v
/A 2+ 5 +g2)pv.Naa = /A B+ +g2)pv.NdA (VIII,55)



Chapitre VIII : Le théoréme de Bernoulli et ses applications 153

Comme, d’autre part, le débit masse passant dans les deux sections A; et A, est conser-
vé :

/ pv.NdA = | pv.NdA (VIII,56)
A1 A2

En divisant la relation (VIII,55) par I'expression (VIII,56), on peut écrire :

<v?>
2

<p> <vi> <p>
(2= fg<z>n=(~EZ 4
P 2 P

fg<z>) (VIII,5T)

ol < p>, <v?> et <z > désignent respectivement les moyennes pondérées par le débit
masse de la pression, du carré de la vitesse et de la cote :

< v? >=/v2p'v.NdA// pv.NdA
A A

<p>=/ppv.NdA// pv.NdA
A A

<z>=/ zpv.NdA// pv.NdA
A A

Dans le cas général, la pression, la vitesse et la cote varient dans chaque section et il faut
utiliser les moyennes de ces quantités pour appliquer la relation (VIIL57).

Cependant, dans un grand nombre de situations pratiques, la canalisation présente une sec-
tion relativement réduite et les pression, vitesse et position varient faiblement dans chaque
section. Cette situation est schématisée par la figure 15. On peut, dans ce cas, remplacer
les moyennes des variables par les valeurs prises au centre des sections considérées. On a
alors : ) )

(§+ 5 +9h = (’;’+ =+ 920 (VIII,58)

q &Y V] Zy
7]
ANAEEEEEEREEEEEEEE RN NN SN NN NN N NNNNNNNNNNN

Figure 15. Une canalisation mince. L'écoulement est unidimensionnel dans
chaque section.
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Cette relation ne représente qu’approximativement 1’écoulement réel dans la conduite. Une
amélioration possible s’obtient en introduisant des coefficients de correction pour tenir
compte des variations de la pression et de la vitesse dans les sections d’entrée et de sortie
du conduit.

En pratique, il faut tenir compte des dissipations d’énergie par les forces visqueuses et la
quantité < p > /p+ < v? > /24 g < z > ne reste pas constante le long du conduit. La
différence :

<p> <v? > <>

(p + 2>+g<z>)1—(<’; t—5—+9<z>)p=¢  (VIL59)

représente ’énergie dissipée par unité de masse entre les sections 1 et 2.

On peut encore écrire I’expression (VIII,59) sous la forme :

<p> 2 ’
(SR> SV > (SR SV sy, =k, (VIILED)
pg 29 P9 29 g

La quantité hy = es/g représente la perte de charge. hy est une énergie dissipée par
unité de poids et cette quantité a la dimension d’une hauteur.

Trés souvent, les conduits comportent des coudes, des raccords, des élargissements ou
des contractions soudaines, et ces éléments localisés introduisent des pertes de charge
supplémentaires ou pertes de charge singuliéres.

Dans les calculs, il est souvent commode de distinguer les pertes de charges associées a la
dissipation visqueuse le long de la tuyauterie, e s ou k¢ et les pertes de charges singuliéres
e, ou hy,.

Pour une section de conduit comportant les deux types de pertes (figure 16) on peut écri-
re :

2 2
(P2 2V 2 ) (S22 2 sy =hy+h,  (VIILEL)
Prg 29 Py 29
Pertes de charge singuliéres
Figure 16. Les deux types de
e (\_) pertes de charge.

X

Pertes de charge régulieres

Considérons maintenant une canalisation comportant une machine réceptrice (turbine)
absorbant une partie de 1’énergie mécanique du fluide, ou une génératrice (pompe) four-
nissant de ’énergie au fluide (figure 17). Si w' représente le travail apporté a l'unité de
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Figure 17. Canalisation comportant une machine réceptrice (absorbant une partie
de I'énergie mécanique du fluide) ou génératrice (fournissant de l'énergie au fluide).

masse de fluide, ce travail w' sera positif dans le cas d’une génératrice et négatif
dans le cas d’une machine réceptrice et ’on peut écrire :

2 <p> <v:>
w'—ghf—gh3=(<i>+<l;>+g<z>)2-—( ’; + 552 4g <z >0 (VIILEY)
ou encore :

2
w'—ef—e,=A(<’;>+<”2>+g<z>) (VIII,63)

Le travail w' qui intervient dans cette expression est un travail théorique et il faut dans la
réalité tenir compte d’un rendement de pompe ou de turbine. Dans le cas d’'une pompe
par exemple, le travail réel a fournir aura pour valeur :

w:éel = w'/ﬂ (VIII, 64)

ou 7 représente un rendement (1 ~ 0.8 4 0.9) pour des machines usuelles. Pour une turbine,
il faudra écrire :

w;.ée, = 771.0, (VIII, 65)

VIIL.4.2. Une canalisation comportant un ensemble de sections
Considérons & présent une canalisation constituée par N — 1 sections séparées (figure 18).
Chaque section ¢ introduit des pertes de charge (ey)i, (€s): et peut comporter une machine

produisant ou absorbant un travail par unité de masse.

Pour chaque section de la canalisation, on peut écrire une expression de la forme (VIII,63).
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Réservoir ' @ @

Figure 18. Une conduite constituée par cing sections.

Ainsi :
v? p v? p ]
<—+S4gz>—<—+4+=+gz>1=(w —ef—esh
2 p 2
v? p v? p !
<gHitgzze-< g lage = (0 e —e: (VIII, 66)
v? p v? p '
<SS H+T4gz>N—< 5 +-+gz>na=(w —ef—es)N-
2 p 2 p

En ajoutant membre & membre cet ensemble d’équations , on obtient :

2 2

v p v p .
<G HTHgz>N <G AT dgro= ‘;w; - gj(ef),- - Eij(es), (VIII,67)

Dans cette expression, Y, w! représente la somme de tous les travaux théoriques regus par
unité de masse sur la canahsatmn S".(er)i désigne la somme des pertes de charge associées
a la dissipation par frottement le long de la canalisation et 3 ;(es); représente 1'ensemble
des pertes de charges singuli¢res associées aux coudes, valves, etc.

VIIL4.3. Interprétation graphique du théoréme de Bernoulli

Considérons a nouveau l’expression du théoréme de Bernoulli pour une canalisation en
’absence de générateur ou récepteur d’énergie et en ’absence de pertes de charges :

2

z+ P + P—— = constante (VIII,68)
rg 29

Dans cette expression, tous les termes sont exprimés en hauteur de fluide. Une repré-
sentation graphique de cette expression est souvent utilisée par les hydrauliciens. Cette
représentation consiste & reporter (figure 19) sur un schéma de la canalisation considérée
et & la verticale de chaque point les valeurs de p/pg et v?/2g. La somme de z,p/pg et
v?/2g, donne la ligne de charge et cette ligne est horizontale dans la situation envisagée.
La ligne définie par la somme z + p/pg est appelée ligne piézométrique.

Si maintenant la canalisation comporte des machines génératrices ou réceptrices, la ligne de
charge subit des relévements ou des abaissements associés aux énergies recues ou fournies
par le fluide.



Chapitre VIII : Le théoréme de Bernoulli et ses applications 157

Ligne de charge

Ligne piézométrique

) Cote

o Plan de référence
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Figure 19. Représentation graphique de la ligne piézométrique et de
la ligne de charge.

Les pertes de charges distribuées le long de la canalisation produisent d’autre part un
abaissement progressif de la ligne de charge.

VIII.5. Le théoréme de Bernoulli et le premier principe
de la thermodynamique

Considérons une canalisation dans laquelle s’écoule un fluide incompressible. L’écoulement
est supposé stationnaire et on peut donc appliquer le premier principe de la thermody-
namique entre les sections 1 et 2 :

2 2

Wreet T4 = ha — +%—%1+922—gzl (VIII,69)

ou w!,,, représente le travail réel apporté au systéme entre les sections 1 et 2. wy,,; et ¢
sont rapportés a I'unité de masse du fluide en écoulement.
Pour un fluide incompressible, i = ¢T' + p/p et 'expression précédente peut encore s’écri-

re :

’02

2

Le théoreme de Bernoulli appliqué au méme systéme nous permet d’écrire :

Whee + ¢ =co(Tp = T1) + A(% + =+ g2) (VIII,70)

2
Wy, —es — e =A('§+%+gz) (VIII,71)
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En rapprochant ces deux expressions, on obtient facilement :
Wiger — Wip + ¢+ €5 + €5 = (T2 — Th) (VIII,T2)

Cette expression donne 1’élévation de température du fluide le long de la canalisation.

On peut donner une signification physique a la somme : w!,,, — wj, + €5 + e,. Nous

allons montrer que cette somme représente ’ensemble des “travaux non-compensés ”dans
la canalisation. Pour cela considérons la relation de Gibbs :

de = Tds — pd(l) (VIII,73)
p

Le fluide est incompressible et cette relation s’écrit : de = T'ds.

L’expression du deuxiéme principe permet d’écrire : de = é¢ + 6f. On a d’autre part :

de = cdT.
Ainsi :

2
o(Ty—Ty)=q+ /1 5f (VIII,T4)

et en rapprochant cette derniére relation de (VIII;72), on obtient :

2
/ 5f=w;.éel-w;h+ef+63 (VIII,75)
1

VIII.6. Formules pour I’évaluation des pertes de charge

L’évaluation des pertes de charge dans un systéme de canalisations est un probleme couram-
ment rencontré en pratique. Des tables trés complétes existent et doivent étre utilisées dans
Panalyse de systémes réels. Nous donnons ici quelques-unes des bases de 1’évaluation des
pertes de charge.

VIIIL.6.1. Pertes de charge associées au frottement pariétal dans un conduit cylindrique

Pour évaluer les pertes de charge dans un conduit cylindrique de longueur [, de diametre
d, on utilise le facteur de frottement f encore désigné sous le nom de coefficient de
pertes de charge. Ce facteur est défini par :

[ v?

er = ot (VIII,76)

Dans cette expression, ey désigne la perte de charge exprimée en énergie par unité de
masse et v,, représente la vitesse moyenne sur une section droite du conduit.
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Figure 20.
Le facteur de frottement est obtenu en
mesurant la perte de charge dans un
conduit horizontal.

Le facteur de frottement est déterminé expérimentalement en mesurant la variation de
pression entre les sections d’entrée et de sortie du conduit placé horizontalement (figure
20). On peut écrire dans cette situation :

1 v
P1—p2 = fap"é— (VIII, 77)

Le facteur de frottement f est un coefficient sans dimension. Une série d’expériences
effectuées par Darcy, puis Nikuradse, ont permis de montrer que ce facteur dépendait
principalement :

(1) du nombre de Reynolds : Re = pvpnd/u
(2) d’un coefficient de rugosité relative e/d caractérisant I’état de surface de la paroi du
conduit. Ainsi :

f = f(Re,¢e/d) (VIII,78)

Dans les expériences de Nikuradse, les conduits testés étaient rendus artificiellement ru-
gueux en collant sur les parois des grains de sable aussi réguliers que possible. La taille €
de chaque catégorie de grains était définie par la maille des tamis utilisés pour les classer.

Dans ces expériences, la rugosité relative variait entre 1073 et 3.31072. Les résultats
obtenus par Nikuradse sont représentés de facon commode sur un diagramme donnant f en
fonction de Re pour diverses valeurs de €/d. Des échelles logarithmiques sont classiquement
utilisées pour f et Re (figure 21). Ce diagramme est extrémement utile et mérite une
description détaillée.

Le régime laminaire

Lorsque le nombre de Reynolds Re reste inférieur a environ 2000, I’écoulement dans le
conduit reste laminaire et le facteur de frottement est le méme quelle que soit la rugosité.
Ce facteur est donné par I’équation suivante :

64
f=r

(VIII,79)
Cette expression peut étre obtenue & partir d’une analyse théorique de ’écoulement lami-
naire dans un conduit cylindrique (écoulement de Poiseuille). Cette analyse sera effectuée
plus loin (voir chapitre XIV).
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Figure 21. Le facteur de frottement obtenu par Nikuradse
pour des conduites rugueuses.

Régime critique

La transition vers la turbulence intervient pour un nombre de Reynolds dépassant 2100.
Le nombre de Reynolds critique dépend fortement des conditions d’entrée du conduit, de
la présence de valves ou de coudes, etc. Les observations expérimentales montrent que ce
nombre n’est jamais inférieur & 2100, mais en prenant des précautions, il est possible de
maintenir un écoulement laminaire jusqu’a des Reynolds de I’ordre de 20000. En pratique
le nombre de Reynolds critique se situe autour de 2100 et la région de Reynolds comprise
entre 2100 et 4000 est appelée région critique. Dans cette région, la transition n’est pas
compléte et ’écoulement alterne entre des régimes laminaire et turbulent. Le facteur de
frottement ne dépend que du nombre de Reynolds, mais sa valeur est mal définie.

Régime turbulent

Pour Re > 4.103, ’écoulement dans le conduit est turbulent. Dans cette région, le facteur
de frottement dépend du nombre de Reynolds et de la rugosité relative.

Pour une rugosité donnée, le facteur de frottement f atteint un palier & partir d’un certain
nombre de Reynolds. La valeur du palier ne dépend que de la rugosité relative e/d.

VIIIL.6.2. Canalisations industrielles : le diagramme de Moody

Les canalisations et conduites employées en pratique différent sensiblement de celles uti-
lisées dans ’expérience de Nikuradse. Leur rugosité n’est pas uniforme et elle n’est pas
directement mesurable. Cependant, on peut attribuer une valeur de €¢/d a chaque type de
conduite. Une étude trés détaillée des pertes de charge dans les conduites industrielles est
due & Moody 1944. Le résultat principal de cette étude est présenté a la figure 22. Le
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diagramme de Moody donne le facteur de frottement f en fonction du nombre de Reynolds
et de la rugosité relative de la canalisation. Le parameétre €/d est donné pour chaque type
de canalisation mais peut varier de fagon significative. De ce fait f n’est jamais déterminé
4 moins de 5 & 10 % pres. Ce facteur varie dans le temps du fait de la corrosion et il faut
prendre cet aspect en considération lorsque ’on doit concevoir un systéme fonctionnant
sur une grande période de temps.

facteur " .
]ccle frottement ; Zf:; :}i
eld
0.1 —T '
0.08 | L
| P —
L — 0.05
0.06 D —— 0.04
| & 0.03
| 0.02
0.04 | ! \ 0.015
: : 0.01
L 0.006
; E 0.004
f=64/Re | 0.002
| -
0.02 - b 0.001
| |
o Conduites 0.0004
. lisses 0.0002
| |
| | :
0008 L 1 ' ' | 0.00001
103 104 10° 106 107 108

Figure 22. Le diagramme de Moody donne le facteur de frottement f en fonction du nombre de
Reynolds et de la rugosité relative de la canalisation. Pour des nombres de Reynolds inférieurs
a 2100, l'écoulement est laminaire et le facteur de frottement varie comme l'inverse du nombre
de Reynolds. La rugosité relative n'intervient pas dans ce cas. Lorsque Re dépasse 4000, le
régime d'écoulement est turbulent et le facteur de frottement varie avec le nombre de Reynolds
et la rugosité. Pour un nombre de Reynolds fixé, le facteur de frottement augmente de fagon
monotone avec la rugosité relative. '

Formules pour les canalisations industrielles

Dans des calculs numériques, il est commode de remplacer le diagramme de Moody par
des expressions analytiques.
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Pour des conduites lisses et un nombre de Reynolds inférieur & 1013 et supérieur & 4 103,
on peut utiliser une formule due a Blasius :

f =0.316(Re)"/*,  4.10° < Re < 10° (VIII,80)

Pour des conduites lisses et des nombres de Reynolds supérieurs & 105, le facteur de
frottement est correctement obtenu a 1’aide d’une formule due & Von Karman et Nikuradse.

% = 2log(y/fRe) — 0.8,  10° < Re (VIII,81)

Enfin pour la région de transition et des conduites rugueuses, on utilise le plus souvent la
formule de Colebrook (1938).

1 (e/d 2.51 251

Vi ReVf

Les deux expressions précédentes ne donnent pas f sous forme explicite et il faut utiliser
une procédure itérative pour déduire la valeur numérique du facteur de frottement.

(VIII,82)

Deux types de problémes sont principalement rencontrés dans 1’analyse des écoulements
dans les conduits cylindriques. Une premiére situation est celle dans laquelle il faut
déterminer la perte de charge connaissant le débit masse, les propriétés physiques du
fluide et la géométrie du conduit.

Dans la deuxiéme situation, il s’agit de déterminer le débit masse connaissant la perte de
charge Ap, les propriétés du fluide et la géométrie du conduit. Le premier type de probléeme
peut étre directement résolu car le nombre de Reynolds peut étre obtenu de fagon explicite
3 partir des données initiales.

Le deuxiéme probléme peut étre traité de fagon itérative, en se donnant & priori un facteur
de frottement. On peut ainsi calculer la vitesse moyenne, puis le nombre de Reynolds, et
retrouver un nouveau facteur de frottement. Ce processus converge généralement au bout
de quelques itérations. Pour fixer les idées, nous donnons ci-dessous un exemple de calcul.

Exemple

Un conduit de 1000 m de long et de 10 cm de diametre transporte de I’eau. La température
de ’eau est de 20°C et sa viscosité p = 1.0021073kg/m — s. Le conduit est horizontal et
sa rugosité relative est ¢/d = 0.001. La perte de charge mesurée entre les sections d’entrée
et de sortie est Ap = 6.2 bar. Déterminer le débit masse (figure 23).

Solution.
La perte de charge est donnée par I’expression suivante :

l vfn
Ap= for—

On peut donc écrire :

) f1/2

vm—(
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Ap =6.2bar —

I= 1000 m

Figure 23. Elément de canalisation La perte de charge est fixée;
il s'agit de calculer le débit.

Le nombre de Reynolds correspondant est donné par :

_pomd _ 1 24Appd® .,
Re==—=mn=ar)

Ici Ap = 6.210° Pa,p = 103kg/m3,d =0.1m, p =1.00210"3 kg/m —s,l = 10* m.

Re= L [(2)(6.2. 105)(103)(10-3)}
77 (1.002.10—3)2(103)

soit :

Re = (3.5110%)/7'/2

Il reste & trouver la valeur de f correspondant & une rugosité ¢/d = 0.001. Le diagramme
de Moody donne pour cette rugosité une valeur f = 0.021 lorsque Re dépasse 4 10°. Sil’on
introduit cette valeur dans 1’expression du nombre de Reynolds, on obtient Re = 2.42105.

Une nouvelle lecture du diagramme de Moody pour €¢/d = 0.001 et Re = 2.4210° donne
f =0.0215. Le nombre de Reynolds obtenu & partir de cette valeur est Re = 2.3910° et il
n’est pas nécessaire de poursuivre 'itération.

On peut déterminer la vitesse moyenne dans la canalisation :

2Apd
pl

1
7172

)1/2

Um = (

_ 1(2)(6.2.10°)(0.1)71/2 1
"‘_[ (103)(103) } (0.0215)1/2

soit : vy, = 2.40m/s et le débit masse est

d2
m = p-7r—4——vm = 18.8kg/s
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VIIL.6.3. Pertes de charge singulieres

Les pertes de charge singuliéres sont exprimées sous la forme suivante :

2
v
ou encore h, = k—2ﬂ (VIII,83)
g

Par convention, la vitesse v, est la vitesse moyenne calculée sur la section du conduit, en
amont de la singularité.
Le coeficient k est obtenu pour chaque type d’élément par mesure directe ou a l’aide de
modélisations simples. Nous donnons ci-dessous les valeurs du coefficient k pour quelques
éléments typiques.

es =k

(V] |sew

Elargissement brusque

Un élargissement brusque est représenté
sur la figure 24. Une théorie élémentaire
basée sur un bilan de quantité de mou-
> vement (voir chapitre X) permet d’ob-

““““““ ‘ \ tenir I’expression suivante pour la perte
v 5 @ de charge.

T I AT AL L LI LAALARA SRS SARALTRR TR CRRRR LTS w |

<]
1
1
1
1
1
!
’
rar oo |

Figure 24. Elargissement brusque.

A1y,0i
s=(1—=2=)P= VIII 84
o =(1- 13 (VIIL,84)
Le coefficient de pertes de charge théorique est ici :
(1 1y (VIII,85)
Ay

Lorsque A; = 00, c’est-a-dire lorsqu’un conduit de section A; débouche dans un réservoir
de trés grande section, la perte de charge est :

]S,

ey =
Cette perte de charge correspond 4 la dissipation compléte de I’énergie cinétique du fluide
par les forces visqueuses.

Diffuseurs

Si ’élargissement est graduel, 1’élément est appelé diffuseur et la perte de charge associée
est généralement plus faible (figure 25a)). Cette perte de charge peut se mettre sous la
forme :

A 2
ef+es=G(1 - Zi)zv?l (VIII,86)
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ot le coefficient G dépend 4 la fois de I’angle 6 du diffuseur et du rapport A4;/A;. La valeur
de G est voisine de 0.15 pour des angles  faibles de I’ordre de ou inférieurs a 7°. Pour des
angles 4 plus importants, le coefficient G augmente rapidement (figure 25b)).

Iy

(a)
Figure 25. Perte de charge dans les diffuseurs coniques.

Rétrécissement brusque
Un rétrécissement brusque est représenté sur

A la figure 26. Les pertes de charge sont surtout
e associées dans ce cas a l’écoulement en aval
ﬁr E F A, de la contraction. Le coefficient k associé a
ce type d’élément est donné ci-dessous pour

quelques valeurs du rapport Az/A;.

Figure 26. Rétrécissement brusque.

Ay/A, 101 |02 [03 |04 |05 {06 (07 (08 |09 |1
k 0.37]0.35]0.32|0.27 | 0.22 | 0.17 | 0.10 | 0.06 | 0.02 ] 0

La perte de charge varie fortement avec la géométrie détaillée de la contraction. La figure
27 montre trois exemples de sections d’entrée de conduites. Pour une section a bord franc
k ~ 0.5, pour une section d’entrée profilée k¥ ~ 0.04. Une section ré-entrante produit la
perte de charge la plus importante et k£ ~ 0.9 dans ce cas.

===

(a) k=05 (b) k=0.04 (c) k=0.9

PO

| "I IST,

Figure 27. Trois sections d'entrée de conduits.
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Le tableau 1 donne la valeur du coefficient k pour quelques éléments typiques.

Tableau 1. Coefficients de pertes de charges singuliéres typiques

Type d’élément : Coefficient k
Raccord rectiligne 0.04
T standard
en ligne, branche fermée 0.4
utilisé en L entrée en ligne 1.3
utilisé en L entrée par la branche 1.5

Valve a diaphragme

ouverte 2.3
ouverte aux trois quarts 2.6
ouverte a moitié 4.3
ouverte au quart 20.

Valve “globe”
ouverte 6.4
ouverte a moitié 9.5

Coudes commerciaux 90°

standard 0.75
a grand rayon de courbure 0.45
a faible de rayon de courbure 1.3

Retour a 180° avec un faible rayon de courbure 1.6
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ANNEXE A

LE BILAN D’ENERGIE MECANIQUE
POUR UN FLUIDE INCOMPRESSIBLE

Nous allons ici établir de facon rigoureuse le bilan d’énergie mécanique utilisé plus haut
pour I’analyse des systémes de canalisations. Pour cela, nous partons de ’équation de bilan
pour 'énergie cinétique. Cette équation, obtenue au chapitre VI & partir de I’équation de
conservation de la quantité de mouvement, s’écrit :

0.1 1
E(-‘;pvz) + V.(;pv%) =—v.Vp+v.(V.T)+ pg.v (A,1)

(1) (2) @ @ O
Nous allons maintenant réécrire les termes (3) et (4) de ’équation précédente. Considérons
d’abord le troisieme terme :

—v.Vp=—-V.pv+pVuw (4,2)
Le fluide est incompressible et V.v = 0 et ’expression précédente devient :

—v.Vp=-V.pv (A,3)

Considérons a présent le quatriéme terme de 1’équation (A,1) :

0
’v.(V.T) = vjé—:;::’)','j (A,4)
On peut encore écrire :
9 0 : 'V A,b
'U.(V.T) = a—g;(vjrij) - T,'j%;vj = V.('v.r) - T: v ( s )

En substituant (A,3) et (A,5) dans I’équation (A,1), on obtient :
a(apv )+ V.(5pv°v) = -Vpv + V.(v.r)—71:Vv+pg.v (A,6)

Le terme 7 : Vv représente le taux de dissipation de 1’énergie par les forces visqueuses 3.
Ce terme est toujours positif ou nul (voir chapitre VII).
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Figure Al. Volume et surface de contréle.

A1)

On va maintenant déduire un bilan macroscopique pour ’énergie cinétique en partant de
’équation locale (A,6). Intégrons ’équation (A,6) sur un volume V,(¢) arbitraire (figure
Al).

/ i(l/’”z)dv +/ V.(lpvz’v)dV = - V.pvdV + V.(r.v)dV
Va(r) Ot 2 Vi) 2 Va(t) Va(t) (A7)

- / ddv + / pg.vdV
Va() Va(t)

L’application du théoreme de Green-Ostrogradsky aux deuxiéme , troisiéme et quatrieme
termes conduit a :

/ g(lpv2)dV+/ (lpvzv.n)dA=/ (—pn+‘r.'n,).'vdA
Va(r) 082 Aa(t) 2 A(2)

(1) (2) (3) (4,8)
- /‘;a(t) ddV +/Va(t) pg.vdV
(4) (5)

Le vecteur contrainte ¢(n) apparait dans I'intégrande du troisiéme terme et on peut écri-
re :

t(n)=-pn+T1.n
On peut maintenant utiliser le théoréme de transport pour écrire les deux premiers termes
sous une forme plus commode :

d 1, / o1 1
— —pv°dV = —(=pv? dV+/ Zpviw.ndA A9
dt Jv, ) 2" Va (1) 3t(2p ) Aa(2) 2" (4.9)

et I’équation (A,8) s’écrit :

d 1
le/ §pv2dv+/ %—pvz('v — w).ndA
Va(t) Aq(t) = (A,10)

= / t(n).vdA — ddV + / pg.vdV
Aa(t) Va(2) Va(t)



Annexe A : le bilan d’énergie mécanique pour un fluide incompressible 169

Cette derniére expression constitue un bilan pour ’énergie mécanique du systeme. En
régime permanent, il n’y a pas d’accumulation d’énergie cinétique dans le volume de
controle et le premier terme disparait. Il reste alors :

/ lpvz(v —w).ndd = t(n).vdA — / &dv + / pg.vdV (A,11)
Aa(t) 2 Aa() Va(t) Va(t)

Supposons que les forces volumiques dérivent d’un potentiel g = —V® avec & = gz. Le
dernier terme du bilan d’énergie mécanique peut alors s’écrire :
/ pg.vdV = —/ pVe.vdV (A4,12)
Va(t) Va(t)

Comme V.pv = 0, on peut écrire :
pVe®.v =V (pdv) (A,13)

et I'expression (A,12) devient :
/ pg.vdV = — V. (pdv)dV = -—/ pPv.ndA (A,14)
Va (1) Va(2) Aa(1)

Le bilan d’énergie mécanique prend alors la forme :

l1)2'v—w = n).vdA — dv.ndA
/Aa(t) 2P ( Jmdd //;a(t) t( ) 4 /Aa(t) pEO
(1) (2) (3) (4,15)

A

_ / &dv
Va(t)
(4)

Considérons maintenant un systéme dont la surface de controle comporte (figure A.2) :

Ag(1) Ao

Axe tournant

L

Y

Figure A2. La surface de contréle est composée de :surfaces gi'entrée-sortie,
de surfaces solides imperméables et de surfaces solides mobiles.
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o des surfaces d’entrée et sortie A,
e des surfaces solides fixes A,
o des surfaces mobiles A4(t)

Les surfaces mobiles peuvent étre par exemple une téte de piston, un rotor de pompe ou
de turbine, etc.

Nous allons maintenant spécialiser ’expression (A,15) & ce type de configuration. Pour
cela, notons d’abord que sur les surfaces fixes 4,,v = w = 0, sur les surfaces mobiles
A4(t),v = w et en entrée et sortie du systeme w = 0.

Ainsi le premier terme de ’expression (A,15) devient :
1 1
/A 3pvz(v —w).ndA = / §pv2(v.n)dA (A,16)
a(t) ~ A

Le second terme prend la forme :

/ t(n).vdA:/ t(n).vdA-l-/ t(n).vdA (A,17)
An(t) Ae Ad(t)

et le troisieme terme s’écrit :

/ p®v.ndA = pPv.ndA + / p@v.ndA (A,18)
Aq(t) A Ad(t)
Posons :

W= t(n).vdA — p®v.ndA (A,19)

Aq(t) Aq(t)
et :
B, = / dav (4,20)
Va(t)

Ici, W représente le travail effectué par les surfaces solides sur le fluide au con-
tact direct de la surface. E, désigne ’énergie dissipée dans le volume par les forces
visqueuses. Le bilan d’énergie mécanique s’écrit maintenant :

/ %pvzv.ndA = / t(n).vdA

e e

Débit d’énergie cinétique Puissance des forces exercées
en entrée et sortie du systeme (4,21)
- / pPv.ndA + w - E,
A.
Puissance des forces Puissance Dissipation
volumiques communiquée au  d’énergie par

fluide au travers  unité de temps

des parois mobiles
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Dans la plupart des cas pratiques, la vitesse en entrée et sortie est parallele a la direction
n de la normale et la puissance des forces exercées en entrée et sortie est principalement
celle des forces de pression.

t(n)v ~ —pv.n sur A. (A4,22)

Le bilan (A,21) s’écrit dans ce cas :
/ %pvz'v.ndA = —/ pv.ndA — / p®v.ndA+ W - E, (4,23)

soit :

1 . .
(5,01)2 +p+p®v.ndA =W - E, (A,24)
A

Si ’écoulement peut étre considéré comme unidimensionnel en entrée et en sortie, on peut
encore écrire :
1,,p . 1, p s TR ;
'+ =4+P)m— (0" +=4+P) h=W-FE, (4,25)
2 P 2 2 p 1
soit :

1
A(§v2+§+c1>) —w' - B, (A, 26)
On w' = W/rn et e, = E,/m représentent le travail et la dissipation par unité de masse.
Nous avons ainsi retrouvé ’équation de Bernoulli pour des systémes présentant des pertes

de charge et comportant des machines génératrices ou réceptrices. Notons qu’ici E, repré-
sente ’ensemble des pertes de charge e, et ey.
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CHAPITRE IX

BILANS MACROSCOPIQUES DE QUANTITE DE MOUVEMENT

IX.1. Introduction

Les bilans macroscopiques de quantité de mouvement permettent la détermination de
forces et de moments dans des configurations d’écoulements trés variées. Ce type de bilan
peut étre appliqué & des systémes simples ou complexes. L’analyse macroscopique évite une
détermination détaillée de la structure de I’écoulement. La force totale qui s’exerce sur une
paroi n’est pas calculée comme l'intégrale des forces qui s’appliquent sur chaque élément
de la paroi. La détermination de cette force fait seulement intervenir les caractéristiques
en entrée et sortie du systéme envisagé. On peut ainsi calculer la poussée d’un moteur a
réaction si on connait uniquement les conditions & I’admission et & ’éjection. Pour ce calcul,
il n’est pas nécessaire d’analyser tous les processus qui se déroulent dans les éléments qui
composent le réacteur (entrée d’air, compresseur, chambre de combustion, turbine, tuyere).
On peut aussi déterminer la poussée d’un moteur fusée, calculer le rendement d’une hélice,
caractériser le fonctionnement global des éjecteurs et évaluer dans certains cas des pertes
de charge produites par des singularités.

Le bilan macroscopique que ’on peut écrire pour le moment angulaire est particulierement
utile & I’analyse des machines tournantes. Connaissant les caractéristiques de I’écoulement
en entrée et sortie d’une roue de turbine, on peut évaluer le couple résultant sur I’axe. On
peut aussi déterminer les couples & appliquer sur I’axe d’un compresseur axial ou centrifuge,
d’un ventilateur, d’une pompe ou d’un agitateur.

Ces quelques exemples mettent clairement en évidence I'intérét des bilans macroscopiques
de quantité de mouvement. Le développement théorique qui sert de base & ce type d’analyse
est d’abord rapidement présenté (sections 2 et 3). La suite du chapitre traite des exemples
classiques (moteur & réaction, moteur fusée, hélice, éolienne, éjecteurs). Tous les calculs
sont effectués en supposant que 1’écoulement est unidimensionnel en entrée et sortie des
systémes étudiés, mais les bilans de quantité de mouvement peuvent aussi étre utilisés dans
des situations ou les variables ne sont pas uniformes dans ces deux sections.
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Bibliographie

Les bilans macroscopiques de quantité de mouvement sont utilisés dans un grand nombre
d’applications pour établir des expressions générales pour des forces, des couples et des
moments angulaires. La détermination de la poussée de systemes de propulsion est décrite
dans les livres de Hill et Peterson 1965, Kerrebrock 1977, Oates 1984. Le théoreme d’Euler
dérivé d’un bilan de moment angulaire est un résultat classique en théorie des turboma-
chines (Horlock 1973, 1978, Oates 1985). Des bilans de quantité de mouvement sont utilisés
en aérodynamique (Bertin et Smith 1979, Kuethe et Chow 1986) ou en hydrodynamique
(Newman 1977, Le Méhauté 1976) pour établir les expressions des forces et des moments
qui s’exercent sur des profils, des surfaces portantes ou des corps élancés.

I1X.2. Le théoréme des quantités de mouvement pour les écoulements
permanents

Nous allons d’abord appliquer le théoréme des quantités de mouvement aux écoulements
stationnaires unidimensionnels de fluides non visqueux. Nous introduirons ensuite les effets
de frottement pariétal. Le théoréme des quantités de mouvement va nous permettre de
calculer les forces exercées par un fluide sur le conduit ou plus généralement le systéme
dans lequel il s’écoule. Ce théoreme est donc particulierement important puisqu’il permet
de prévoir les charges hydrodynamiques associées a I’écoulement.

1X.2.1. Ecoulement sans frottement

Considérons un volume de contréle matériel V,,(¢). Le principe fondamental de la dy-
namique s’écrit pour ce volume :

d

d pvdV = Fg (IX,1)
dt Jv,.(t)

ou Fg désigne I’ensemble des forces extérieures qui s’appliquent sur le volume Vi,(t).
Le théoréme de transport appliqué au premier membre de ’expression (IX,1) donne :

/ -q-p'vdV + / pv(v.n)dA = Fg
Vm (t) ot Am(2)

Supposons & présent que le volume matériel V;,(t) coincide & 'instant ¢ avec un volume de
controle fixe V. On peut aussi écrire :

‘gpvdV +/ pv(v.n)dA = Fg
v ot A

Pour un écoulement permanent, cette expression prend la forme simple suivante :

/ pv(v.n)dA = Fg
A
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Dans ce cas, le débit de quantité de mouvement au travers de la surface A d’un volume de
contréle fixe V' est égal & la somme des forces extérieures qui s’appliquent sur ce volume
de controle.

Si le fluide est dénué de viscosité, les forces Fg qui s’appliquent sur le volume V' sont les
forces de pression et les forces volumiques et le bilan de quantité de mouvement pour le

volume V s’écrit : )
/ po(v.n)dA = — / prdA + / pgdV (IX,2)
A A v

Nous allons maintenant appliquer cette expression a 1’élément de conduit de la figure 1.
Désignons par ¥ la surface latérale du conduit et par N7 et N3 les normales aux surfaces
A; et Aj orientées dans la direction de 1’écoulement :

N] = -Nn;, N2 = N2

Figure 1. Element de conduit et volume
de contrdle associé.

La force qu’exerce le fluide en écoulement sur la paroi latérale du conduit est égale a la
somme des forces de pression élémentaires pndA sur la surface ¥ :

F, = / pndA (IX,3)
=

La force qu’exerce la paroi latérale sur le fluide en écoulement est égale et opposée a F, :

Nous pouvons maintenant évaluer ces deux forces & l'aide de I'expression (IX,2). Pour cela,
nous allons décomposer 'intégrale de surface des pressions en trois termes :

/pndA:/ pndA+/ pndA+/pndA
A Ay A, > (4,4)

=/ pndA+/ pndA + F,
Ay Az
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En substituant cette décomposition dans (IX,2), on obtient :

F, = —/ pv(v.n)dA—/ pndA—/ pndA+/ pgdV (IX,5)
A1+ A2 A, Az |4

Si I’écoulement dans les sections A; et A, peut étre considéré comme unidimensionnel, les
trois premiers termes du second membre peuvent étre évalués comme suit :

/ pv(v.n)dA = — PIU%AINI = —Thlel / pndA = —p1N1A1
Ay Ay

/ pv('v.n)dA =+ p2U§A2N2 = 'I'h’vgNz / pndA = pgNgAz

Az Az

Le dernier terme de I’expression (IX,5) représente simplement le poids du fluide contenu
dans le volume V :

| padv =m.g
1%
On peut donc écrire :
F, = mv; Ny — mvaNe + p1A1 N1 — p2A2 N2 + myg (IX,6)
ou encore, en remplagant m par p1v1A; et pavoAs

F, = p1v?A1N1 — pav; ANy + prAINT — p2As Ny + myug (IX,7)

La quantité v + pA a les dimensions d’une force M LT 2 et elle est souvent désignée sous

le nom d’impulsion :
F = 1w+ pA = (pv® +p)A (IX,8)

Les expressions obtenues pour la force exercée par le fluide sur la paroi du conduit font
apparaitre la différence vectorielle des impulsions en entrée et sortie du conduit :

Fp=f1N1—}—2N2+mvg (IX,g)

ou encore

F,=-A(FN)+m.g (IX,10)
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Encadré 1. Force exercée par un fluide en écoulement stationnaire sur la paroi du
conduit

F, = F1N1 — F2 N2 + mug
ou N7 et N, sont les normales orientées dans
la direction de I’écoulement :
F est 'impulsion : F = mv + pA
m., désigne la masse de fluide contenue dans la
portion de conduit considérée.

Dans beaucoup de cas le conduit est immergé dans un milieu ambiant uniforme et au
repos. Ce milieu exerce sur la paroi externe des forces de pression qui agissent dans la
direction opposée aux forces exercées par le fluide qui s’écoule a l'intérieur du conduit. II
est souvent utile d’évaluer la force totale appliquée au conduit. Cette force est égale a la
somme des forces appliquées sur les parois interne et externe (figure 2).

Nous avons déja une expression pour Fy. Pour calculer F, nous allons supposer que le
milieu ambiant est uniforme et au repos.

Dans ces conditions la pression ambiante p, est constante. La force exercée par le milieu
ambiant sur la paroi latérale externe ¥, du conduit a pour forme :

F. = —/ pandA (IX,11)

Pour évaluer cette intégrale, on peut utiliser la surface de contréle formée par X, A; et
Aj. Cette surface limite un volume de contrdle V'.

Considérons maintenant :

/ pandA (IX,12)
T.+A1+A:

Cette intégrale de surface peut étre transformée en intégrale de volume a I'aide d’une
identité vectorielle dérivée du théoréme de Green-Ostrogradski (voir Encadré 2):

/ pamdA = Vp.,dV (IX,13)
2e+A1+A2 v’
Comme p, est une constante dans tout le milieu Vp, =0 et
/ pandA =0 (IX,14)
Zet+A1+A2

On peut tirer de cette identité une expression pour la force F, :

F, = / pndA = pandA + / pandA (IX,15)

Ee A1 A2
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soit :

F, =paA2N2 —paAlNl | (IX’16)

Encadré 2. Une identité vectorielle tres utile

/ BndA = / VoV
A \4

Cette identité est obtenue & partir du théoréme de Green-Ostrogradsky :

/a.ndA:/ V.adV
A 1%

Posons a = b®. Pour ce vecteur I’expression précédente devient :

/@b.ndA:/ V.b&dV
A 14

/ ®b.ndA = / (b.V® + &V.b)dV
A v

soit encore :

Le vecteur b est arbitraire. En choisissant b constant, I’expression précédente donne :

b./ (I>ndA=b./ vVedv
A 1%

Cette expression est vraie quel que soit b constant, et de ce fait on doit avoir :

/@ndA:/ vedv
A 1%

La force totale appliquée au conduit a donc pour expression :

Fr=F, +F,
=rmvy N7 — mvy Ny (IX,17)
+ (p1 — pa)A1 N1 — (p2 — Pa)A2 N
+ Myg

Cette expression pour Fr se distingue de celle de F, par les termes de pression qui font
intervenir p; — p, au lieu de p;, et p; — p, au lieu de pa.

Les pressions relatives remplacent ici les pressions absolues. On peut donc définir une
impulsion modifiée :
F'=F —psA =1+ (p—pa)A (IX,18)

La force totale prend alors la forme :

Fr=F|N, — F;N; + m,g (IX,19)
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Encadré 3. Force totale appliquée & une section de conduit par I’écoulement interne
et le milieu ambiant

Le milieu ambiant est uniforme et au repos et
sa pression est constante et égale a p,.

Fr = F{N; — FyN; + myg

ou NN, et IN, sont les normales orientées dans
la direction de 1’écoulement.

m, est la masse du fluide contenu dans la sec-
tion de conduit considérée.

F' est I'impulsion modifiée.
F'= 1w+ (p—pa)A

Exemple 1

De l’eau sous pression p; = 16.10° Pa entre dans une section de conduit représentée a
la figure 3 avec une vitesse de 5m/s. Les surfaces des sections d’entrée et de sortie sont
respectivement A; = 0.08m? et A, = 0.01m?. La direction de sortie est a 90° de la
direction d’entrée et la pression de sortie est p, = 10.10° Pa. La pression atmosphérique
qui régne autour du conduit est uniforme et égale a 1. 10% Pa et la masse volumique de
’eau est de 1000 kg/m>.

Calculer la force exercée par I’eau sur la paroi du conduit (on ne prendra pas en compte
le poids de la masse d’eau). Calculer la force totale appliquée par le fluide en écoulement
et par le milieu ambiant sur I’élément de canalisation.

Solution
On suppose que ’écoulement est stationnaire et unidimen-

sionnel en entrée et sortie :
m = P101A1 = p2U2A2

La vitesse de sortie est :

oA _ (5)(0.08)
2774, ~ T o001

=40m/s

et le débit masse est :

m = pyv1A; = (1000)(5)(0.08) = 400 kg/s
Figure 3. Une section de conduit.

Les normales orientées dans la direction de ’écoulement sont : IN; = e; et IN; = es.

Les impulsions d’entrée et de sortie sont :

Fi = rwy + p1A; = (400)(5) + (16.10%)(0.08)
= 130000 N
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Fa = 17wy + pa Ay = (400)(40) + (10.10%)(0.01)
= 26000 N

La force pariétale est donnée par :

Fp =F1N71 — FaINy + mug }

Si on néglige le poids de ’eau, on a :

Fpe =F; =130000N,  F,, = —F; = —26000 N

Pour calculer la force totale, il suffit de calculer les implusions modifiées :

Fj =F1 — paAr = 130000 — (10°)(0.08) = 122000 N
Fy =Fy — paAa = 26000 — (10%)(0.01) = 25000 N

On a donc dans ce cas :

Fr, = 122000 N, Fr, = —25000 N

Exemple 2. Poussée sur un coude

On considére un fluide en écoulement permanent dans une canalisation comportant un
coude (figure 4). La canalisation présente une section constante et § désigne I'angle entre
les sections d’entrée et de sortie.

‘y

Figure 4. Une canalisation comportant un coude.
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On suppose (1) que le fluide est dénué de viscosité (pas de pertes de charge),
(2) que la canalisation est horizontale.

Donner les expressions des composantes de la force appliquée par le fluide sur la canalisa-
tion.

Application numérique : 8 = 60°,v; = 5m/s,p; = 4bar, A = 0.06 m?2.
Solution ‘
L’équation de continuité s’écrit en supposant ’écoulement unidimensionnel :

m = pl’le = pz’ng, Al = A2 =A

et on en déduit facilement v, = v,.

La conduite est horizontale et il n’y a pas de pertes de charge. Dans ces conditions,
le théoréme de Bernoulli indique que la pression reste aussi constante entre les sections
d’entrée et de sortie.

P1=p2=Pp

La force qu’exerce le fluide en écoulement sur la canalisation est donnée par le théoréme
des quantités de mouvement sous la forme :

Fp = r'n'vl - Th'v2 + plAN1 — pgANg
soit ici :
F, = (o + pA)(N; — V)
Cette force est dirigée dans la direction N7 — IN; et son module est :
|Fp| =|IN1 — Na|(rhw + pA)
Comme
|Ny — Ny| =(N{ + N} — 2N1.IN,)'/?
= (2 —2cos)'/? = 25in(6/2)

|Fp| = 2sin -g—(mv +pA)

Les composantes de la force F), suivant les axes x et y sont :

Fpe =(1 — cos8)(rhv + pA)
Fpy = —sinf(mhv + pA)

Le débit masse est :
m = pAv = (1000)(0.06)(5) = 300 kg/s

L’impulsion en entrée et sortie est :

Fi = Fa =mmv + pA = (300)(5) + (4.10%)(0.06)
= 25500 N
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et le module de la force pariétale est :
| Fp| = 25sin(30°)(25500) = 25500 N

1X.2.2. Ecoulements avec frottement

Nous venons d’obtenir une expression pour la résultante des forces s’exergant sur la paroi
latérale d’un systéme en supposant :

(1) un écoulement stationnaire,

(2) un écoulement unidimensionnel en entrée et en sortie du systéme,

(3) ’absence de forces de frottement, c’est-a-dire ’absence de contraintes visqueuses.

En fait la troisieme hypothése n’est pas essentielle et nous allons voir ici qu’il est possible
d’obtenir une expression analogue a (IX,9) dans des conditions moins restrictives. En
présence de forces de frottements, nous devons prendre en compte le quatriéme terme de
Pexpression (IX,1). Ce terme peut étre décomposé en trois parties :

/f.ndA:/‘r.ndA-{-/ ‘r.ndA+/ T.ndA (IX,20)
A = A A2

Nous savons que 7T.n représente la contrainte visqueuse qui s’exerce sur la surface de

normale extérieure . Sur la paroi latérale du systéeme étudié, le fluide exerce donc une
force :

F, = ‘/E(pn —T.n)dA (IX,21)

Il faut en effet inclure les forces de pression et les contraintes visqueuses pour évaluer le
vecteur contrainte qui s’applique & chaque élément de paroi. Dans ces conditions, on peut
obtenir facilement :

Fp = .7'_1N] - f2N2 + m,g

+/ 'r.ndA—i-/ r.ndA
A1 A2

Il nous reste & évaluer les intégrales de surface des contraintes visqueuses. Considérons
par exemple la section A4; (figure 5). Utilisons comme systéme de coordonnées un systeme
d’axes dont ’axe z; est aligné avec IN et dont les axes z; et z3 se trouvent dans le plan
de la section A;.

(IX,22)

La normale n; a pour projections (-1,0,0) et par conséquent :
(T.n)4, = —Ti1€1 — T12€2 — T13€3 (IX,23)

Pour évaluer les composantes des contraintes 711,712 et 713, supposons que le fluide soit
newtonien :

Ovy, 2 0vy Ovy Ovus

=2y— — —

T /JaQZl 3#(81,'1 + 01‘2 + 8173)
0 0

1 =#(5% + -5;;—?) (IX,24)
avl 3v3

T13 =,Lt('5x—3 + Ec_l
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Figure 5. Coordonnées locales dans la
section d'entrée du conduit.

L’écoulement dans la section A; est unidimensionnel et par conséquent v = vz = 0 et

" vy /0z9 = Ov1/0z3 =0,

On a donc :

4 Qv
7'11=§ll5;1? T2 =T13=10 (IX,25)

Si de plus les variations de la vitesse dans la direction axiale sont faibles, on peut négliger
711 (il suffit pour cela de placer la section d’entrée A; en un point ol les caractéristiques
de ’écoulement varient faiblement).

Dans ces conditions :

/ T.ndA ~0 (IX,26)
Ar

et ’on retrouve pour la force pariétale :

FP=.7-'1N1—.7-'2N2+m,,g (IX,27)

Ce résultat est identique a celui obtenu plus haut, mais cette fois nous n’avons plus supposé
Pabsence des forces de frottement. La formule (IX,27) n’est strictement valable que si les
contraintes visqueuses dans la section d’entrée et de sortie du systéme sont nulles ou
négligeables. Cette condition est réalisée dans la plupart des cas pratiques.

IX.3. Le théoréme du moment angulaire pour les écoulements permanents

Il est treés souvent intéressant de pouvoir évaluer le moment angulaire des forces ap-
pliquées par un fluide en écoulement sur la paroi latérale du systéme qui le contient. A
cet effet, on suit une démarche trés proche de celle déja utilisée pour la détermination de
la résultante des forces hydrodynamiques. Ici aussi nous allons d’abord supposer que le
fluide est dénué de viscosité (c’est-a-dire que les seules forces de surface sont des forces de
pression agissant suivant la normale & la surface). Nous partons ici de I’expression intégrale
du théoréme du moment angulaire écrite pour un volume V' de fluide (figure 6).
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/ r X -?—pvdV+/ r X v(pv.n)dA
v Ot A

(IX,28)
=-/r><pndA+/rx(r.n)dA+/rxpng
A A 1%

Le vecteur r représente la position du point courant par rapport au point autour duquel on
souhaite calculer les moments angulaires. Comme 1’écoulement est stationnaire, le premier
terme est identiquement nul. Nous supposons en outre que le fluide est dénué de viscosité.
Ainsi le quatriéme terme disparait et il reste :

/ r x v(pv.n)dA = —/ r X pndA +/ r X pgdV (IX,29)
A A v

Le moment angulaire des forces hydrodynamiques exercé par le fluide sur la paroi latérale
2 du systéeme est :

M, =/ r X pndA (IX,30)
z

On peut faire apparaitre M, en décomposant le deuxiéme terme de I’expression (IX,29)
en trois parties :

/rXpndA=Mp+/ rXpndA+/ r X pndA (IX,31)
A Az

Ay

En substituant cette derniére expression dans (IX,29), on obtient facilement :

M, = —-/ r X v(pv.n)dA -—/ r X pndA
A Ay

(IX,32)
—/ TXpndA-{-/TngdV
Az |
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Comme v.n = 0 sur la paroi latérale I, le premier terme se réduit a une intégrale sur
A; + A2 et Pexpression (IX,32) devient :

M, = —/ r X [v(pv.n) + pn|dA
A1 (IX,33)

—/ r X [v(pv.n) + pn|dA + / r X pgdV
Az 1%

L’expression (IX,33) peut étre appliquée dans le cas général. Si l’écoulement est unidimen-
sionnel dans les section A; et Ay, les quantités entre crochets sont des constantes sur A
et A, et on peut écrire :

M, = —/ r X [v(pv.n) + pnjas, dA
A (IX,34)

—/ r X [v(pv.n) + pn)as,dA +/ r X pgdV
Ay 1%

Soient G; et G2 les barycentres des sections A; et Ay et 71 et 72 les positions de G et

G;. On peut écrire :
/ rdA =114, / rdA = 1A,
Ay Az

[v(pv.n) + pnla, = —(p1v; +p1)N1 = —F1V
[v(pv.n) + pnla, = (p2v} + p2) N2 = +F2 1N,

D’autre part :

Le moment des forces volumiques peut étre représenté sous la forme compacte :

/rngdV=erm,,g
1%

ol 7 désigne la position du centre de gravité du fluide contenu dans le volume V.

Dans ces expressions, F; et F, sont les impulsions en entrée et sortie du systeme, IV et
N, sont les normales orientées dans la direction de ’écoulement, et m, représente la masse
totale du volume fluide considéré.

On peut alors écrire une expression particuliérement simple pour M, :
MP =7r; X F1N1 —ro X FoIN2 + rg X myg (IX,35)

Cette expression fait apparaitre la différence des moments angulaires des impulsions en
entrée et sortie du systéme :

M, =—-A(r X FN)+rg X myg (IX,36)
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Encadré 4. Moment angulaire des forces appliquées sur la paroi latérale d’un sys-
teme

Mp =7r; X FiN1 — 71y X Fo Ny + 7g X m,g

ry, ro  désignent les positions des barycentres des surfaces 4; et A,
rq  est la position du centre de gravité de la masse de fluide
m, la masse du volume de fluide considéré
Fi,F2 les impulsions F = mv + pA
Ni,N; les normales orientées dans la direction de ’écoulement
L’écoulement est stationnaire et unidimensionnel en entrée et sortie
du systeme.

Si le systéme considéré est plongé dans un milieu ambiant uniforme et au repos, on peut
évaluer le moment angulaire total des forces qui s’exercent sur la paroi latérale &
du systéme. L’évaluation de ce moment peut étre effectuée en suivant un raisonnement
identique & celui déja utilisé pour obtenir la force totale. Sans refaire la démonstration le
résultat final se présente sous la forme:

Mr=mr Xf{Nl — T2 X.FéNz-]—’l‘G X myg (IX,37)
ou F' désigne I'impulsion modifiée :

F' =1+ (p—pa)A (IX,38)

IX.4. La poussée d’un moteur a réaction

Le théoréme des quantités de mouvement permet d’établir une expression pour la poussée
nette d’un moteur a réaction.

Les moteurs de ce type opérent de la maniere suivante (figure 7). Le moteur recoit un débit
masse 1, d’air frais provenant de I’amont. Cet air passe dans une manche d’admission ou
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diffuseur, il est ensuite comprimé dans un compresseur puis mélangé avec du carburant et
le mélange est briilé dans une chambre de combustion. L’enthalpie d’arrét de I’écoulement
est ainsi augmentée. Le mélange & haute température passe ensuite dans une turbine, puis
il est détendu dans une tuyere et éjecté a grande vitesse. Les détails que nous venons de
donner ne sont pas utiles & ’établissement d’une formule globale pour la poussée nette.
La figure 8 représente le modele du moteur qui sert de base a ’analyse. Nous utilisons ici
un systéme de coordonnées en translation uniforme avec le-moteur. Dans ce systeme, le
moteur est au repos et le fluide situé en amont se dirige vers le moteur a la vitesse v,.
La section 1 du volume de contréle de la figure est placée suffisamment en amont du
moteur de telle sorte que la pression et la vitesse qui régnent dans cette section soient
respectivement p, et v, (les conditions & 'infini amont dans ’écoulement libre).

La section 2 est la section de sortie du moteur et les conditions qui régnent dans cette
section (d’éjection) sont p.,v.. Le débit masse rentrant dans le moteur est m, et le débit
sortant, constitué par la somme du débit air et du débit de carburant est : . = i, +my.
En général, le débit de carburant est beaucoup plus faible que le débit d’air et my peut
étre négligé si I’on souhaite seulement obtenir une estimation de la poussée.

Considérons a présent le volume de controle V' situé a l'intérieur de la surface de contrdle
A,+ X, + X + A.. Nous allons écrire le bilan des quantités de mouvement pour ce vo-
lume en supposant que les forces de frottement associées aux contraintes visqueuses sont
négligeables (cette hypothése est uniquement utilisée pour simplifier le raisonnement).

La variation de quantité de mouvement du fluide passant dans le volume de contréle V' est
égale  la somme de toutes les forces qui s’exercent sur la surface de ce volume.

Fs = /pv(v.n)dA (IX,39)

Désignons par F), la force qu’exerce le fluide en écoulement sur la surface interne du moteur.
La projection de ’équation (IX,39) sur ’axe des z donne :

_FP - / p(nu)dA + pvo - peAe = meve — rhavo (IX, 40)
L

soit :

—F, = Meve — MoV + peAe — Podo + / p(n.v)dA (IX,41)
Za

Désignons par F, la somme des forces de pression qui agissent sur la surface externe du
moteur :

Fe=-— /}:‘1 p(n.v)dA (IX,42)

Ainsi )
—Fr = —(Fp + F.) =theve — MgaVo + PedAe — Podo

+/2,. p(n.u)dA+/‘21 p(n.w)dA

Ici Fr = F, + F, représente la force totale qui agit sur le moteur.

(IX,43)
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Tuyere a géométrie

Foyer Turbine  Foyer de rechauffe vqrzable

Campresseur BP  Compresseur HP =~ . v

S S
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» T——
R
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So\uﬂlante Cl'ompresseur BP
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Turbine

Compresseur HP

S
(5)

Figure 7. Représentations schématiques de turboréacteurs.
(a) Turboréacteur a double flux et foyer de rechauffe.
(b) Turboréacteur a double flux.

Carburant { m f

Section de capture

Figure 8. Volume de contréle pour la détermination de la poussée d’ un turboréacteur.
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Il est plus commode de réécrire cette expression en retranchant des deux membres :
/ Po(m.w)dA =0 (IX,44)
Aa+21+2a+Ae
On obtient ainsi :

_(FT) =Theve - mavo + (pe _po)Ae

+ /;G(P —po)(n.v)dA + /21(p — po)(n.v)dA (IX,45)

Le premier groupe de termes de cette expression est défini comme la poussée du moteur :
T = Theve - Thavo + (pe - po)A.e (IX, 46)

Les deux termes suivants constituent la trainée :

D= —/ (p — po)(n.v)dA (IX,47)
E+I)

On a donc :
(-Fr)=T-D (IX,48)
et la force totale est égale a la poussée du moteur diminuée de la trainée.

La trainée totale D est elle-méme composée de deux termes : une trainée associée aux
forces de pression qui s’exercent sur la nacelle du moteur et une trainée additionnelle liée
aux forces de pression qui existent le long de la surface de capture.

Do = - / (p — po)(n.v)dA (IX,49)
Za

Généralement la pression p est supérieure & p, car I’écoulement décéléere. La section du
tube de courant capturé par le moteur augmente aussi et par conséquent p—p, > 0,n.v <0
et la trainée associée a la surface de capture est positive.

Exemple

Un turboréacteur propulse un avion & une vitesse constante de 300m/s. Le débit masse
d’air qui passe dans le turboréacteur est de 90 kg/s, le débit de carburant est de 2kg/s.
La vitesse d’éjection des gaz est de 620 m/s et la pression d’éjection est égale a la pression
ambiante. Calculer la poussée développée par le moteur.

Solution

La poussée s’exprime sous la forme :

T= Theve - mavo + (pe - po)Ae
Ici:
T =(90 + 2)620 — (90)(300)
T =30040 N = 3004 daN
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IX.5. Poussée d’un moteur fusée

La figure 9 donne le schéma de principe de moteurs & propergols liquides. Dans ce type
de moteur les propergols sont stockés dans des réservoirs séparés. Un systeme de pressuri-
sation ou de pompage permet l'injection des propergols dans la chambre de combustion.
La pression qui régne dans la chambre est généralement élevée, de 'ordre de 50 bars dans
les moteurs de la fusée Ariane 1; elle atteint 100 bars dans le moteur Vulcain de la fusée
Ariane 5 et 200 bars dans les moteurs principaux de la navette spatiale américaine. Les
gaz sont ensuite détendus dans une tuyére convergente divergente. (Les détails que nous
venons de donner ne sont pas utiles & ’établissement d’une expression pour la poussée du
moteur).

Réservoir de pressurisation
Générateur de gaz

- Comburant

Pompe Pompe
- carburant comburant
Carburant Comburant
Echappement
turbine
Tuyére Tuyere
(a) (b)

Figure 9. Schémas de principe de moteurs fusée a propergols liquides
(a) La pressurisation des propergols est assurée par un réservoir de
gaz sous pression. (b) La pressurisation des propergols est assurée
par une turbopompe.

Pour obtenir cette expression nous utiliserons le volume de contrdle V de la figure 10. Pour
simplifier I’analyse, on suppose que la quantité de mouvement associée aux propergols est
négligeable et que les sections de passage des injecteurs sont tres faibles. On suppose en
outre que ’écoulement est unidimensionnel dans la section d’éjection de la tuyere. Des
hypothéses moins restrictives peuvent étre utilisées dans des calculs plus précis. L’objectif
est ici d’illustrer I’application du théoréme des quantités de mouvement et, pour cette
raison, nous adoptons les hypotheses les plus simples.

La surface de contrdle qui limite le volume de controle V est formée par la section d’éjection
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Volume de contréle pour I'écriture de Fi

Les forces de pression qui s'exercent sur la structure externe
du lanceur ont pour résultante F,

Figure 10. Volume et surface de contréle pour la détermination de la poussée
d'un moteur fusée.

A, et la paroi interne de la chambre A;. On peut écrire :
Fs = / pv(v.n)dA (IX,50)
A.+A;

\ 3 , .
ou n est la normale orientée vers ’extérieur du volume V.

Désignons par F}, la force qu’exerce le fluide en écoulement sur la paroi interne du moteur.
La projection de ’équation (IX,50) sur I’axe des = donne :

—F, —pcAe = mev. (IX,51)

Dans cette expression nous avons négligé le débit de quantité de mouvement a travers la
paroi interne A; ainsi que les forces de pression qui s’exercent au niveau des orifices des
1njecteurs.

Désignons par F, la somme des forces qui s’exercent sur la structure externe du lanceur :
F, = - / pndA (IX,52)
=

ou ¥ désigne la surface de la structure externe.
En projection sur ’axe des z, on a :

—F, =/2p(n.u)dA (IX,53)
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La force totale qui s’exerce sur le lanceur est : Fr = F, 4+ F, et on peut écrire :
—(Fp + Fe) = MeVe + peAe + / p(n.w)dA (IX,54)
b

Désignons par p, la pression qui régne dans ’écoulement libre & une distance suffisante du
lanceur. On peut écrire : -

0= / pondA (IX,55)

E+A.

ou encore :
0 =/ Po(n.v)dA (IX,56)
T+A.

En retranchant (IX,56) de (IX,54), on obtient :

~(Fy + F) = thove + (pe —p)Ae + [ (9= po)(nv)da (IX, 57)
=
Poussée Trainée

Le premier groupe de termes constitue la poussée du moteur et le dernier terme représente
la trainée :

T = tireve + (e — po)Ae (IX,58)
D=- /E(p —po)(n.w)dA (IX,59)
Ainsi :
—Fr=T-D (IX,60)
Exemple

Le premier étage d’un lanceur de satellites est muni de quatre moteurs. Chaque moteur
éjecte 250 kg/s et la vitesse des gaz est de 2500m/s. La tuyére des moteurs est adaptée
3 la pression atmosphérique qui régne au sol. La section d’éjection de chaque tuyere vaut
0.904 m?2.

1°) Déterminer la poussée développée par le lanceur au sol.

2°) La masse initiale du lanceur est M, = 130 tonnes. Déterminer 'accélération initiale.

3°) Déterminer la poussée développée par le lanceur lorsqu'’il se trouve a une altitude de
20 km. A cette altitude la pression ambiante est p, = 0.054 atm.

Solution

1°) La poussée de chaque moteur a pour forme :
T= Theve + (pe - po)Ae
Au sol p. = p, et T = (250)(2500) = 625000 N

2°) L’accélération initiale du lanceur est donnée par le principe fondamental de la
dynamique :
My, =4T — M,g
soit 1y, = (4T — M,g)/M, = 9.42m/s?
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3°) A Taltitude de 20 km, la poussée de chaque moteur est :
T = meve + (pe - po)Ae
= (250)(2500) + (1 — 0.054)(1.013 10°)(0.904)

= 625000 + 86630 = 711630 N
et les quatre moteurs développent une poussée de 2.84 10° N .

IX.6. L’hélice propulsive

Une hélice communique au fluide ambiant une quantité de mouvement orientée dans la
direction axiale. Il en résulte, par réaction, une poussée qui est transmise au véhicule.
Le théoréme des quantités de mouvement permet de déterminer la force propulsive et le
rendement de propulsion de I'hélice.

Nous considérons une hélice qui se déplace & la vitesse v dans un fluide incompressible
et stationnaire. La pression ambiante & grande distance de I’hélice est p, (figure 11). A
'infini amont la vitesse du fluide u}j = 0.

A distance de I’hélice et en aval, le fluide posséde une vitesse uj. Considérons maintenant
un référentiel en translation uniforme & la vitesse v de I’hélice (figure 12). Dans ce nouveau
référentiel la vitesse en amont est u; = v et la vitesse en aval et a distance de I’hélice est
up = v + uj.

uI’ =0 ' ué

D) WU )

Figure 11. L'hélice avance a la vitesse v dans un fluide au repos.

Figure 12. Représentation de I’ écoulement dans un référentiel en
mouvement avec l'hélice.
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Au voisinage de I’hélice et en amont (section u), la vitesse est u, = v + u;, et au voisinage
aval de ’hélice (section d) la vitesse est ug = v + ul;. Les pressions dans ces deux sections
sont respectivement p, et pq.

Notons dés maintenant que les vitesses u; et u, ne sont pas les mémes, car 1’écoulement

amont converge vers ’hélice. En aval aussi ug # up. On peut maintenant écrire les bilans
de masse de quantité de mouvement et d’énergie entre les sections u et d :

Masse : Aty = Agug
Quantité de mouvement : T = A4(pa +2,0U,21) - Au(P; + puy) (IX,61)
Energie : w' = (ha + %) — (ha + U_zu_)

Dans ces expressions, T désigne la force appliquée par I’hélice sur le fluide (c’est aussi
la poussée), w' représente le travail communiqué par ’hélice & chaque unité de masse de
fluide et h désigne ’enthalpie h = p/p.

Les sections A, et A4 se trouvent au voisinage immédiat de ’hélice et elles peuvent étre
considérées comme identiques. Il en résulte que :

Uy = Uq
et on peut écrire :
T = A(pa — Pu) (IX,62)
w' = (pa = pu)/p (IX,63)

On peut maintenant exprimer les conditions dans la section u en fonction de celles qui
regnent en amont dans la section 1. Utilisons pour cela le théoreme de Bernoulli écrit

entre les sections 1 et u :

v2

1
P1 +P3 =Pu+P§(v+u'2)2 (IX,64)

De la méme maniere, on peut écrire entre les sections d et 2 :
4 1\2 __ P 1\2 IX. 65
pa+5(v+uq)” =pz+5(v+up) (IX,65)

En rapprochant ces deux relations on obtient :

v2

Pd = Pu =§(” +uz)’ = p (IX,66)

=§(2vu§ + uy?)
La poussée prend la forme suivante :

!
T = A(pa — pu) =pAU'z(v+923) (IX,67)
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On peut aussi relier la poussée & la variation totale de quantité de mouvement entre les

sections 1 et 2 : ,
T = m[(v + uy) — v] (IX,68)

et comme : m = pA(v + uy,)
on obtient :

T = pAuy(v +ul) - (IX,69)
En rapprochant (IX,67) et (IX,69), on obtient :
W= Uy == (IX,170)

Ainsi la moitié de la contraction du tube de courant s’effectue entre les sections 1
et u et I’autre moitié entre les sections d et 2. Il s’agit déja d’un résultat intéressant.

Nous allons maintenant déterminer le rendement de propulsion. Ce rendement est défini
comme le rapport de la puissance utile (associée a la poussée) a la puissance totale.

La puissance utile est égale au produit de la poussée et de la vitesse d’avancement de
I’hélice : P, = Tw.

La puissance totale fournie au fluide est : P, = w'r.

D’apres (IX,62) et (IX,63), on a : w' = T/Ap et comme h = pA(v + uy,), la puissance
totale s’écrit :

m = T(v+uy) (IX,71)
on peut donner une interprétation physique a cette expression. En effet d’apres (IX,71) :
P, =Tv+ Tu), (IX,72)
et si I’on tient compte de T' = rhu), et de u!, = ufy/2 obtenus plus haut :
'2

Pp = Tv + 12 (IX,73)

La puissance totale apparait comme la somme de la puissance utile et de ’énergie cinétique
communiquée au fluide par I’hélice :

P,, = P, + [énergie cinétique communiquée au fluide]

Le rendement de propulsion est donné par le rapport :

P, Tv

"= P T Tt uy) (IX,74)

soit :
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ou encore : 5
v v
= = IX,75
T= 0 FWy/2) vt (v+up) ( )
On peut aussi écrire :
2v
= IX,76
= ( )

Le rendement de propulsion est maximum et égal & 1, lorsque uj est nul, mais, dans ce
cas, la poussée s’annule aussi.

En général le rendement 7 ne dépasse pas 0.85 pour les avions et 0.60 pour les navires.

Le raisonnement que nous venons de faire ne permet pas la détermination de la vitesse
ul,. Pour obtenir cette vitesse, il faut par exemple mesurer expérimentalement la puissance
P,,. En général on représente les variations du facteur de puissance : P/ pAv® en fonction
du rapport v/V ou V désigne la vitesse de ’hélice en extrémité de pale.

Le facteur de puissance peut s’exprimer sous la forme :

P

Uy 2 U
= —2)22 IX,77
pAv3 (1+ 2v) v ( )

et on peut donc déduire la valeur de u}/v correspondant & chaque valeur de v /V.

IX.7. Ecoulement & travers une éolienne

Une éolienne placée dans un fluide en mouvement ralentit le fluide en transformant en
travail sur ’arbre ’énergie cinétique perdue par le fluide (figure 13).

D sur le disque

O ® © @

Figure 13. Ecoulement au travers d'une éolienne.

On peut appliquer ici des méthodes d’analyse identiques & celles utilisées pour I’hélice
propulsive.
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Désignons par u; et uy les vitesses en amont et en aval de ’éolienne et par v la vitesse de
’écoulement au voisinage immédiat de I’hélice. Le débit masse passant a travers I’hélice
est : m = pAv
La trainée de I’hélice peut étre obtenue par application du théoréme des quantités de
mouvement entre les sections 1 et 2.

D =m(u1 —’U,-z) i (IX,78)
La puissance développée par cette force est :

P = Dv = pAv?(u; — u2) (IX,79)

Cette puissance est égale & la variation de puissance subie par l'air a la traversée de
I’éolienne :

u?  ud
P=pAv(2 -2 (IX,80)
2 2
En rapprochant les expressions précédentes, on obtient :
v = Q’%"_?_) (IX,81)

La vitesse au voisinage immédiat de 1’éolienne est égale & la moyenne des vitesses amont

et aval.

La puissance développée par I’éolienne est donnée par 1’expression :

2
p=paltitue)

7 (ul - 'Ltz) (IX, 82)

Désignons par A; et A, les sections du tube de courant en amont et en aval de I’éolienne
et posons :
A = aA, avec : a<l

L’équation de conservation de la masse donne : ups = au; et l'expression (IX,82) peut
s’écrire en fonction de u; et du facteur d’expansion du tube de courant :

pAui

P=4

(1+a)*(1-a) (IX,83)

Le rendement de 1’éolienne est généralement défini comme le rapport de la puissance utile
P & la puissance totale disponible dans le fluide passant & travers I’éolienne :

P (1+a)P(l-a)

_ _ IX,84
1= A 2) 3 (1%,84)

Ce rendement est maximum lorsque a = 1/3 (ymax = 0.59). En pratique, le rendement le
plus élevé susceptible d’étre atteint est de ’ordre de 0.50.
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IX.8. Evaluation de la perte de charge dans une conduite présentant un
élargissement brusque

Considérons deux conduites cylindriques des sections A; et A, raccordées 'une a l'autre.
Au passage de la premiére 4 la seconde, il y a élargissement brusque de la section (figure
14). L’expérience montre que l’écoulement décolle de la parei & I’entrée de I'élargissement.
Dans la région décollée, il y a formation de tourbillons et ce processus induit une perte de
charge.

A
2
T—La pression sur la section correspondant
a l'élargissement est approximativement
égaleap 1

Figure 14. Schématisation de I’ écoulement dans
un élargissement brusque.

A une distance de 'ordre de 20 diametres, I’écoulement reprend une allure réguliere et la
répartition des vitesses redevient sensiblement uniforme.

Pour calculer la perte de charge associée & 1'élargissement brusque, nous écrirons les bilans
de masse et de quantité de mouvement et nous ferons en outre ’hypothése que la pression
sur la section A,— A, adjacente a la région décollée est égale a p;. (Cette hypothese
s’appuie sur des observations expérimentales).

Entre les sections 1 et 2, le bilan de masse donne :

m = pAjv; = pAvy (IX,85)

Désignons par F; la projection de la force qu'exerce la paroi du conduit sur le fluide en
écoulement entre les sections 1 et 2. Le théoréme des quantités de mouvement donne :

F, =m(vy —v1) +p2ds —p1ds (I1X,86)

D’autre part, la force qu’exerce la paroi sur le fluide projetée suivant = se réduit a la somme
de pressions qui s’exercent sur la section A, — A; :

Fp =pi(A2 — 4y) (IX,87)
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En rapprochant les deux relations précédentes, on obtient :
p1(Az — Ap) = m(vy — v1) + p241 —p1és

soit :
(p1 — p2)A2 = m(vy — v1)

En substituant : m = pAsv,, on obtient facilement :

pP1 — P2

= 02(02 - vl)

La perte de charge entre les sections 1 et 2 est, par unité de masse de fluide :

2 1)2
Sl - (24

En substituant (IX,90), on obtient :

1
ey = Va(vy —v1) + §(vf — v%)

soit : )
o = (11— v2)
v 2
On peut encore écrire :
vl Al
1-
La-2y

(IX,88)

(IX,89)

(IX,90)

(IX,91)

(IX,92)

(IX,93)

(IX,94)

La perte de charge s’annule lorsque 4; = Ag, et elle est maximum lorsque la section A; est
infinie, ¢’est-a-dire lorsque le conduit 1 débouche dans un réservoir de trés grande section.

Application numérique

On considére de I’eau s’écoulant dans une canalisation dont le diameétre est d; = 0.10 m vers
une canalisation dont le diameétre est d; = 0.20m. La vitesse de I’eau dans la premiere
canalisation est v; = 2m/s. Déterminer la perte de charge associée a 1’élargissement

brusque.
Solution

Le rapport des sections A; /A, est donné par :

A2“(@) 4

La perte de charge par unité de masse a pour expression :

A1y

Ici: e, = %—2-2-(1 —0.25)% = 1.13 J/kg.
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La perte de puissance associée & cette perte de charge est : P, = mme, = p1A1v1€0.
Ici : A; =0.0079 m?
P, = (10%)(0.0079)(2)(1.13) = 17.8 W.

IX.9. Analyse d’un éjecteur

Une représentation schématique d’un éjecteur liquide-liquide est donnée a la figure 15. Les
éjecteurs sont utilisés par exemple pour amener un fluide & basse pression et gros débit a
une pression plus élevée. On utilise pour cela un deuxiéme fluide a grande vitesse venant
se mélanger au premier fluide. Pour ’analyse qui va suivre, nous supposons que le mélange
s’effectue dans un élément de conduit de section constante. Un diffuseur permet ensuite
d’élever la pression de I’ensemble de I’écoulement. Nous désignons par v, la vitesse du
premier fluide et par v; celle du fluide d’entrainement. :

Mélangeur

p p 2
1 Diffuseur @

Figure 15. Schéma d'un éjecteur.

Pour simplifier ’analyse, nous supposons que les deux fluides sont incompressibles et que
leurs masses volumiques sont les mémes : p, = p; = p.

Le bilan de masse entre les sections 1 et 2 donne :

pA;v; + pAgv, = pAgvs (IX,95)
soit : 4 4
— . La
Vo = U]A2 + UaA2 (IX,QG)

Dans la section 2, nous supposons que le mélange entre les deux flux est total. L’application
du théoréme des quantités de mouvement au volume de contréle limité par les sections A,
et A, sécrit :

0 = pAsv) — pA;v} — pAv; + (P2 — p1)A2 (IX,97)

Cette relation donne :
D1 — P2 — o2 2Aj 2Aa

e vk (IX,98)
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Désignons par ep la perte de charge dans le diffuseur et supposons que la vitesse v3 dans
le plan de sortie du diffuseur puisse étre négligée. On peut écrire :

2
ep=(2+2)_B (IX,99)
p 2 P
soit : \ .
Brh_%_) (IX,100)
P 2

En ’absence de perte de charge, le diffuseur récupére 1'énergie cinétique v3 /2.
La récupération est plus faible lorsque ep # 0. Il est commode d’introduire le rendement
np du diffuseur :

- (”3(—25’33/—” <1 (IX,101)

On utilise ensuite cette définition et 1’expression (IX,98) pour obtenir la variation totale
de pression dans ’éjecteur :

P3—P1 =P3 — P2  P2—P1

+
p p p
o2 A 4 (IX,102)
_ 2 a5 241a
=ND—o > v2+v i 4, +va—;g
En définitive : 4 A
PP _ 25 — (1= 1P,z IX,103
p 'U] Ag +v (1 2 U2 ( ’ )
ou 4 "
Vg -v]A +vaA: (IX,104)

Ces deux relations permettent le calcul de la variation de pression a travers I’éjecteur si
on connait A, Aq, A2,vj,v, et le rendement du diffuseur np.
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Tableau 1. Formes macroscopiques des équations de conservation

~ (4) Energie :

(1) Masse :

%dV +/ pv.ndA =0
v Ot A

(2) Quantité de mouvement :

/zpvdV+/ v(pv.n)dA
v Ot A

= —/pndA+/ ‘r.ndA+/ pgdV
A A 1%

(3) Moment angulaire :

/ r X —6—pvdV +/ r X v(pv.n)dA
v Ot A

=—/r><pndA+/r><r.ndA+/rxpng
A A v

2 2
/ %p(e + 2+ @)dV + / (h+ = + ®)(pv.n)dA = W'+ Q
v 2 A 2

Tableau 2. Equations fondamentales pour les écoulements stationnaires et unidi-
mensionnels en sections d’entrée et de sortie

(1) Masse :
m = p1v1 A1 = pave Ay

(2) Quantité de mouvement :
Fp:lel_f2N2+mvg

avec : F = v + pA
(3) Moment angulaire :

Mp'—"l'lXf]Nl—-'l’gx.FzNg-{-TGvay

(4) Energie :
2

(he + %—-i—gzz) — (k1 +

2
%

2 +ga)=w'+gq




	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

