
Mécanique des Fluides

Recueil de Problèmes 2021-2022
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I.19 Analyse d’un turboréacteur simple flux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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2 Recueil de Problèmes

I.1 Ecoulement potentiel face à une paroi

On étudie un écoulement incompressible et stationnaire face à une paroi (voir figure 1). Aucune
force de volume n’est considérée.

u(x, y)
<latexit sha1_base64="pnWtKCz6GQ1zrin5h41UedMUAC0=">AAAB7XicbVDLSsNAFJ3UV62vqks3g0WoICWx4mNXdOOygn1AG8pkOmnHTmbCzEQMof/gxoUibv0fd/6NkzSIWg9cOJxzL/fe44WMKm3bn1ZhYXFpeaW4Wlpb39jcKm/vtJWIJCYtLJiQXQ8pwignLU01I91QEhR4jHS8yVXqd+6JVFTwWx2HxA3QiFOfYqSN1I6qD0fx4aBcsWt2BjhPnJxUQI7moPzRHwocBYRrzJBSPccOtZsgqSlmZFrqR4qECE/QiPQM5Sggyk2ya6fwwChD6AtpimuYqT8nEhQoFQee6QyQHqu/Xir+5/Ui7Z+7CeVhpAnHs0V+xKAWMH0dDqkkWLPYEIQlNbdCPEYSYW0CKmUhXKQ4/X55nrSPa069Vr85qTQu8ziKYA/sgypwwBlogGvQBC2AwR14BM/gxRLWk/Vqvc1aC1Y+swt+wXr/AuMEjtA=</latexit>

v(x, y)
<latexit sha1_base64="mh9kgbMng4TLFi4AW2/YVSJF+m0=">AAAB7XicbVDLSsNAFJ3UV62vqks3g0WoICWx4mNXdOOygn1AG8pkOmnHTmbCzKQYQv/BjQtF3Po/7vwbJ2kQXwcuHM65l3vv8UJGlbbtD6uwsLi0vFJcLa2tb2xulbd32kpEEpMWFkzIrocUYZSTlqaakW4oCQo8Rjre5Cr1O1MiFRX8VschcQM04tSnGGkjtafV+6P4cFCu2DU7A/xLnJxUQI7moPzeHwocBYRrzJBSPccOtZsgqSlmZFbqR4qECE/QiPQM5Sggyk2ya2fwwChD6AtpimuYqd8nEhQoFQee6QyQHqvfXir+5/Ui7Z+7CeVhpAnH80V+xKAWMH0dDqkkWLPYEIQlNbdCPEYSYW0CKmUhXKQ4/Xr5L2kf15x6rX5zUmlc5nEUwR7YB1XggDPQANegCVoAgzvwAJ7AsyWsR+vFep23Fqx8Zhf8gPX2CeSNjtE=</latexit>

y
<latexit sha1_base64="NZ6boFnOmWjw9jRHpv0m4i6agHw=">AAAB6HicbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiQqPnZFNy5bsA9oQ5lMJ+3YySTMTIQQ+gVuXCji1k9y5984SYOo9cCFwzn3cu89XsSZ0rb9aZWWlldW18rrlY3Nre2d6u5eR4WxJLRNQh7KnocV5UzQtmaa014kKQ48Trve9Cbzuw9UKhaKO51E1A3wWDCfEayN1EqG1Zpdt3OgReIUpAYFmsPqx2AUkjigQhOOleo7dqTdFEvNCKezyiBWNMJkise0b6jAAVVumh86Q0dGGSE/lKaERrn6cyLFgVJJ4JnOAOuJ+utl4n9eP9b+pZsyEcWaCjJf5Mcc6RBlX6MRk5RonhiCiWTmVkQmWGKiTTaVPISrDOffLy+SzkndOa2fts5qjesijjIcwCEcgwMX0IBbaEIbCFB4hGd4se6tJ+vVepu3lqxiZh9+wXr/AgCUjTQ=</latexit>

x
<latexit sha1_base64="WBQ6po/p5LK1PKuvRDf0H0/wKrM=">AAAB6HicbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiRWfOyKbly2YB/QhjKZTtqxk0mYmYgl9AvcuFDErZ/kzr9xkgZR64ELh3Pu5d57vIgzpW370yosLa+srhXXSxubW9s75d29tgpjSWiLhDyUXQ8rypmgLc00p91IUhx4nHa8yXXqd+6pVCwUt3oaUTfAI8F8RrA2UvNhUK7YVTsDWiROTiqQozEof/SHIYkDKjThWKmeY0faTbDUjHA6K/VjRSNMJnhEe4YKHFDlJtmhM3RklCHyQ2lKaJSpPycSHCg1DTzTGWA9Vn+9VPzP68Xav3ATJqJYU0Hmi/yYIx2i9Gs0ZJISzaeGYCKZuRWRMZaYaJNNKQvhMsXZ98uLpH1SdWrVWvO0Ur/K4yjCARzCMThwDnW4gQa0gACFR3iGF+vOerJerbd5a8HKZ/bhF6z3L/8BjTM=</latexit>

Figure 1 – Schéma de l’écoulement face à la paroi située en y = 0.

L’écoulement potentiel solution pour ce problème est caractérisé par le champ de vitesse

ue(x, y) = a x

ve(x, y) = −a y
où a est une constante en s−1 déterminée telle que ve(y = Ly) = −Ve lorsque l’on connâıt la vitesse
Ve > 0 faisant face à la plaque à une distance Ly.

1. Vérifier que le champ de vitesse (ue, ve) vérifie bien le bilan local de masse et qu’il correspond à
un écoulement potentiel.

2. Déterminer et tracer les lignes de courant associées au champ de vitesse défini.

3. Déterminer le champ de pression correspondant. On prendra pour référence une pression considérée
nulle au point d’arrêt (x = 0, y = 0).

4. Déterminer la fonction potentielle φ.

5. En déduire les lignes équipotentielles (x∗, y∗) de la fonction φ. Les tracer qualitativement.

6. Les champs ue et ve peuvent-ils être considérés solutions d’un écoulement visqueux face à la
paroi ?
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I.2 Ecoulement autour d’une sphère

On rappelle tout d’abord l’expression de quelques opérateurs en coordonnées sphériques (r, θ, ϕ) :
• Gradient : ∇φ = ∂φ

∂r er + 1
r
∂φ
∂θ eθ + 1

r sin(θ)
∂φ
∂ϕeϕ

• Divergence : ∇ · u = 1
r2
∂(r2ur)
∂r + 1

r sin(θ)
∂
∂θ (uθ sin(θ)) + 1

r sin(θ)
∂uϕ
∂ϕ

On cherche à décrire l’écoulement autour d’une sphère à travers l’hypothèse d’écoulement incom-
pressible irrotationel.

Fig. 8.10 Flow past a circular
cylinder with circulation for values
of K/(U!a) of (a) 0, (b) 1.0, (c)
2.0, and (d) 3.0.

a, that is, the shape of the cylindrical body. As circulation ! " 2#K increases, the ve-
locity becomes faster and faster below the cylinder and slower and slower above it.
The velocity components in the flow are given by

$r " " U! cos %!1 & '
a
r2

2

'"
$% " & " &U! sin %!1 ('

a
r2

2

'" (

(8.33)

The velocity at the cylinder surface r " a is purely tangential, as expected

$r(r " a) " 0 $%(r " a) " &2U! sin % ( (8.34)

For small K, two stagnation points appear on the surface at angles %s where $% " 0, or,
from Eq. (8.34),

sin %s " (8.35)

Figure 8.10a is for K " 0, %s " 0 and 180°, or doubly symmetric inviscid flow past a
cylinder with no circulation. Figure 8.10b is for K/(U!a) " 1, %s " 30 and 150°, and
Fig. 8.10c is the limiting case where the two stagnation points meet at the top,
K/(U!a) " 2, %s " 90°.

K
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K
'
a

K
'
r
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'
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Figure 1 – Illustration d’un écoulement potentiel autour d’une sphère.

1. Pour un écoulement axisymmétrique (uϕ = 0, ∂ ·
∂ϕ = 0), relier les composantes du champ de

vitesse (ur, uθ) au champ potentiel φ(r, θ) et exprimer l’équation satisfaite par φ.

2. Déterminer le champ potentiel associé à un point source (champ de vitesse radiale ur(r)). On
notera m le débit volumique correspondant au champ de vitesse.

<latexit sha1_base64="QLIqym1LimAQLA5EcV5OOoLuQZA=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0nEoseiF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N0IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4dua3n1BpHstHM0nQj+hQ8pAzaqz0oPpev1xxq+4cZJV4OalAjka//NUbxCyNUBomqNZdz02Mn1FlOBM4LfVSjQllYzrErqWSRqj9bH7qlJxZZUDCWNmShszV3xMZjbSeRIHtjKgZ6WVvJv7ndVMTXvsZl0lqULLFojAVxMRk9jcZcIXMiIkllClubyVsRBVlxqZTsiF4yy+vktZF1atV3fvLSv0mj6MIJ3AK5+DBFdThDhrQBAZDeIZXeHOE8+K8Ox+L1oKTzxzDHzifPwPejZ4=</latexit>r1

<latexit sha1_base64="kkYfHEkJaFTdmfjaYt65H6sssaw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0WPRi8cW7Ae0oWy2k3btZhN2N0IJ/QVePCji1Z/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4bua3n1BpHssHM0nQj+hQ8pAzaqzUUP1yxa26c5BV4uWkAjnq/fJXbxCzNEJpmKBadz03MX5GleFM4LTUSzUmlI3pELuWShqh9rP5oVNyZpUBCWNlSxoyV39PZDTSehIFtjOiZqSXvZn4n9dNTXjjZ1wmqUHJFovCVBATk9nXZMAVMiMmllCmuL2VsBFVlBmbTcmG4C2/vEpaF1Xvquo2Liu12zyOIpzAKZyDB9dQg3uoQxMYIDzDK7w5j86L8+58LFoLTj5zDH/gfP4A3nOM+g==</latexit>r

<latexit sha1_base64="N82MJdclg1iCXmTEOKCBCMZnEJ0=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mKoseiF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N0IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4dua3n1BpHstHM0nQj+hQ8pAzaqz0oPq1frniVt05yCrxclKBHI1++as3iFkaoTRMUK27npsYP6PKcCZwWuqlGhPKxnSIXUsljVD72fzUKTmzyoCEsbIlDZmrvycyGmk9iQLbGVEz0sveTPzP66YmvPYzLpPUoGSLRWEqiInJ7G8y4AqZERNLKFPc3krYiCrKjE2nZEPwll9eJa1a1busuvcXlfpNHkcRTuAUzsGDK6jDHTSgCQyG8Ayv8OYI58V5dz4WrQUnnzmGP3A+fwAFYo2f</latexit>r2

<latexit sha1_base64="IKHp08T2z8L+tJ+4GfCPyQwbioY=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mKoseiF48V7Ae0oWy2m3bpZhN3J0IJ/RNePCji1b/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZekEhh0HW/ncLa+sbmVnG7tLO7t39QPjxqmTjVjDdZLGPdCajhUijeRIGSdxLNaRRI3g7GtzO//cS1EbF6wEnC/YgOlQgFo2ilTg9HHGm/1i9X3Ko7B1klXk4qkKPRL3/1BjFLI66QSWpM13MT9DOqUTDJp6VeanhC2ZgOeddSRSNu/Gx+75ScWWVAwljbUkjm6u+JjEbGTKLAdkYUR2bZm4n/ed0Uw2s/EypJkSu2WBSmkmBMZs+TgdCcoZxYQpkW9lbCRlRThjaikg3BW355lbRqVe+y6t5fVOo3eRxFOIFTOAcPrqAOd9CAJjCQ8Ayv8OY8Oi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QPQPY/R</latexit>

✓2
<latexit sha1_base64="ctOwn1RgHmEdQyQ5A8di2i3uUGI=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69BIvgqSSi6LHoxWMFWwttKJvtpF262cTdiVBK/4QXD4p49e9489+4bXPQ1gcDj/dmmJkXplIY8rxvp7Cyura+UdwsbW3v7O6V9w+aJsk0xwZPZKJbITMohcIGCZLYSjWyOJT4EA5vpv7DE2ojEnVPoxSDmPWViARnZKVWhwZIrOt3yxWv6s3gLhM/JxXIUe+Wvzq9hGcxKuKSGdP2vZSCMdMkuMRJqZMZTBkfsj62LVUsRhOMZ/dO3BOr9Nwo0bYUuTP198SYxcaM4tB2xowGZtGbiv957Yyiq2AsVJoRKj5fFGXSpcSdPu/2hEZOcmQJ41rYW10+YJpxshGVbAj+4svLpHlW9S+q3t15pXadx1GEIziGU/DhEmpwC3VoAAcJz/AKb86j8+K8Ox/z1oKTzxzCHzifP865j9A=</latexit>

✓1
<latexit sha1_base64="AV9aJWW4ksQKVrrKAQbweHyzc1s=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0WPRi8cW7Ae0oWy2k3btbhJ2N0IJ/QVePCji1Z/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSNsGm4EdhKFVAYC28H4bua3n1BpHkcPZpKgL+kw4iFn1FipIfvlilt15yCrxMtJBXLU++Wv3iBmqcTIMEG17npuYvyMKsOZwGmpl2pMKBvTIXYtjahE7WfzQ6fkzCoDEsbKVmTIXP09kVGp9UQGtlNSM9LL3kz8z+umJrzxMx4lqcGILRaFqSAmJrOvyYArZEZMLKFMcXsrYSOqKDM2m5INwVt+eZW0LqreVdVtXFZqt3kcRTiBUzgHD66hBvdQhyYwQHiGV3hzHp0X5935WLQWnHzmGP7A+fwB1t+M9Q==</latexit>m

<latexit sha1_base64="HYDYktZ8eupqEVmrKf5uBALk6TQ=">AAAB6XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgxbArih6DXjxGMQ9IljA7mU2GzGOZmRXCkj/w4kERr/6RN//GSbIHTSxoKKq66e6KEs6M9f1vr7Cyura+UdwsbW3v7O6V9w+aRqWa0AZRXOl2hA3lTNKGZZbTdqIpFhGnrWh0O/VbT1QbpuSjHSc0FHggWcwItk56OBO9csWv+jOgZRLkpAI56r3yV7evSCqotIRjYzqBn9gww9oywumk1E0NTTAZ4QHtOCqxoCbMZpdO0IlT+ihW2pW0aKb+nsiwMGYsItcpsB2aRW8q/ud1UhtfhxmTSWqpJPNFccqRVWj6NuozTYnlY0cw0czdisgQa0ysC6fkQggWX14mzfNqcFn17y8qtZs8jiIcwTGcQgBXUIM7qEMDCMTwDK/w5o28F+/d+5i3Frx85hD+wPv8AUAzjSw=</latexit>�m
<latexit sha1_base64="N9vQIU4OrZcxAA7v+ou1sKRdX8s=">AAAB8nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69BIvgqSSi6LHoxWMF+wFpKJvtpl262Q27k0IJ/RlePCji1V/jzX/jts1Bqw8GHu/NMDMvSgU36HlfTmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh61jco0ZS2qhNLdiBgmuGQt5ChYN9WMJJFgnWh8N/c7E6YNV/IRpykLEzKUPOaUoJWC3oRolhoulOxXa17dW8D9S/yC1KBAs1/97A0UzRImkQpiTOB7KYY50cipYLNKLzMsJXRMhiywVJKEmTBfnDxzz6wycGOlbUl0F+rPiZwkxkyTyHYmBEdm1ZuL/3lBhvFNmHOZZsgkXS6KM+Gicuf/uwOuGUUxtYRQze2tLh0RTSjalCo2BH/15b+kfVH3r+rew2WtcVvEUYYTOIVz8OEaGnAPTWgBBQVP8AKvDjrPzpvzvmwtOcXMMfyC8/ENuyGRiw==</latexit>"

<latexit sha1_base64="fumyG8WbCQIm97m1rGRV+sj6e68=">AAAB7XicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV1R9Bj04jGCeUCyhNnJbDJmdmaZ6RVCyD948aCIV//Hm3/jJNmDJhY0FFXddHdFqRQWff/bW1ldW9/YLGwVt3d29/ZLB4cNqzPDeJ1pqU0ropZLoXgdBUreSg2nSSR5MxreTv3mEzdWaPWAo5SHCe0rEQtG0UmNDg440m6p7Ff8GcgyCXJShhy1bumr09MsS7hCJqm17cBPMRxTg4JJPil2MstTyoa0z9uOKppwG45n107IqVN6JNbGlUIyU39PjGli7SiJXGdCcWAXvan4n9fOML4Ox0KlGXLF5oviTBLUZPo66QnDGcqRI5QZ4W4lbEANZegCKroQgsWXl0njvBJcVvz7i3L1Jo+jAMdwAmcQwBVU4Q5qUAcGj/AMr/Dmae/Fe/c+5q0rXj5zBH/gff4ApUmPLA==</latexit>

✓
<latexit sha1_base64="N9vQIU4OrZcxAA7v+ou1sKRdX8s=">AAAB8nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69BIvgqSSi6LHoxWMF+wFpKJvtpl262Q27k0IJ/RlePCji1V/jzX/jts1Bqw8GHu/NMDMvSgU36HlfTmltfWNzq7xd2dnd2z+oHh61jco0ZS2qhNLdiBgmuGQt5ChYN9WMJJFgnWh8N/c7E6YNV/IRpykLEzKUPOaUoJWC3oRolhoulOxXa17dW8D9S/yC1KBAs1/97A0UzRImkQpiTOB7KYY50cipYLNKLzMsJXRMhiywVJKEmTBfnDxzz6wycGOlbUl0F+rPiZwkxkyTyHYmBEdm1ZuL/3lBhvFNmHOZZsgkXS6KM+Gicuf/uwOuGUUxtYRQze2tLh0RTSjalCo2BH/15b+kfVH3r+rew2WtcVvEUYYTOIVz8OEaGnAPTWgBBQVP8AKvDjrPzpvzvmwtOcXMMfyC8/ENuyGRiw==</latexit>"

Figure 2 – Schéma du doublet tri-dimensionnel.

Un champ associé à un doublet est défini comme la superposition d’un point source (m > 0) et d’un
point puits d’intensité opposée (m < 0) écartée d’une distance infinitésimale 2ε telle que µ = 2mε
soit constant tandis que ε→ 0 et m→∞. La figure 2 représente la configuration du doublet étudié.
On peut montrer géométriquement que

r1 − r2 =
2ε cos

[
1
2(θ2 + θ1)

]

cos
[

1
2(θ2 − θ1)

]

3. Exprimer le champ potentiel correspondant à la solution dite doublet.
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L’écoulement potentiel autour d’une sphère est la somme de la solution doublet et d’un écoulement
uniforme à la vitesse notée U .

4. Déterminer le champ potentiel φ(r, θ) correspondant et en déduire le champ de vitesse.

5. Vérifier qu’il existe bien une ligne de courant telle que u · n = 0 qui définit la sphère de rayon
r0, puis exprimer les champs précédents à partir de r0.

6. Déterminer le champ de pression p(r, θ) et en déduire le coefficient de pression Cp à la paroi de
la sphère. On notera p0 la pression ambiante au loin de la sphère.

7. Calculer et commenter la trainée générée sur la sphère.

8. Le profil de coefficient de pression obtenu est comparé aux donnés par un écoulement laminaire
et turbulent sur la figure 3. Commenter.

Figure 3 – Comparaison des profils de coefficient de pression Cp pour une sphère.
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I.3 Résistance à l’avancement d’un navire

Ce problème a pour objet la détermination de la résistance à l’avancement d’un navire rapide. Cette
application permettra en particulier de mettre en œuvre les principes de l’analyse dimensionnelle.
Plus précisément, la première partie du problème introduit les concepts nécessaires pour l’analyse
dimensionnelle du cas considéré, alors que la deuxième partie concerne l’application au cas réel
d’un transbordeur rapide.

I. On admet que la résistance à l’avancement R d’un bateau, dont la géométrie de la coque est
donnée, est une fonction des grandeurs suivantes : la densité ρ et le coefficient de viscosité µ de
l’eau, la longueur à la flottaison L du bateau et sa vitesse V , l’accélération g de la pesanteur.

I.1 En prenant comme grandeurs fondamentales ρ, L et V , former les groupements sans dimensions

du problème. En déduire les paramètres dont est fonction la quantité
R

ρL2V 2
?

I.2 En première approximation, la résistance à l’avancement R peut se décomposer en deux forces
indépendantes :
• une force Rf liée à la viscosité du fluide et traduisant l’effet du frottement de l’eau le long

de la coque
• une force R0 représentant la résistance d’onde, c’est-à-dire la résistance opposée par le

système de vagues créées par le bateau à la surface de l’eau.
Chacune de ces deux forces, adimensionnalisées par le produit ρL2V 2, ne dépend alors que d’un

seul nombre sans dimensions. Quel est le nombre sans dimensions dont dépend
Rf

ρL2V 2
? Quel est

celui dont dépend
R0

ρL2V 2
? Comment s’exprime la quantité

R

ρL2V 2
?

I.3 Dans une expérience sur maquette réalisée au bassin des carènes, le fluide utilisé est l’eau. La
similitude dynamique peut-elle être complète ? En tenant compte du fait qu’il existe de nombreuses

formules permettant de calculer la résistance de frottement, quelle sera alors la marche à suivre pour
déterminer la résistance totale qui s’exerce sur un navire à partir d’une expérience sur maquette ?

II. On considère maintenant l’application au cas d’un transbordeur rapide. Ce bateau a les ca-
ractéristiques suivantes :
• longueur à la flottaison L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155 m
• surface mouillée S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4214 m2

Une maquette au 1/21 de ce transbordeur a été réalisée et a fait l’objet d’essais au bassin des
carènes. Les résultats expérimentaux obtenus pour la résistance totale R′ en fonction de la vitesse
V ′ sont indiqués dans le tableau ci-dessous :

V ′(m.s−1) 0.298 0.404 1.123 1.796 2.245 2.694 2.919

R′(N) 1.86 3.24 27.28 65.70 103.47 165.14 209.37

On donne l’expression suivante pour la résistance de frottement d’un corps immergé de surface

mouillée S :

Rf =
1

2
CfρSV

2
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avec Cf =
0.074

(Re)0.2
pour Re < 107 (formule de Prandtl)

Cf =
0.455

(log10Re)
2.584

pour Re > 107 (formule de Prandtl-Schlichting)

Le coefficient de viscosité µ de l’eau sera pris égal à 10−3 Poiseuille.

II.1 En suivant la démarche définie en I.3, calculer la résistance à l’avancement R du transbordeur
réel à la vitesse de service V de 24 nœuds (c’est-à-dire 12.347 m s−1).

II.2 Quelle est la puissance développée pour propulser le bateau à cette vitesse ?
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I.4 Ecoulement visqueux face à une paroi

On étudie un écoulement incompressible et stationnaire face à une paroi. Aucune force de volume
n’est considérée.

Un précédent problème a traité le cas d’un Ecoulement potentiel face à une paroi. En réalité une
couche limite s’établit proche de la paroi où l’hypothèse d’écoulement potentiel n’est pas valide.
Loin de la paroi, les effets visqueux sont cependant bien négligeables et l’écoulement externe à la
couche limite (ue, ve) peut bien être considéré comme irrotationnel.

L’écoulement réel est présenté dans la figure ci-dessous.

110 5. Exact Solutions of the Navier–Stokes Equations

5.1.3 Plane Stagnation–Point Flow

The previous examples were concerned with internal flows where only one
velocity component was present.

A simple example of a flow past a body where both velocity components
appear will now be discussed: the plane stagnation–point flow in Fig. 5.5.

Fig. 5.5. Plane stagnation–point flow

The velocity distribution of the inviscid flow (potential flow) in the neigh-
bourhood of the stagnation point reads

U = ax; V = −ay,

where a denotes a constant. Using the Bernoulli equation, the corresponding
pressure distribution follows as

P0 = P +
ϱ

2
(U2 + V 2) = P +

ϱ

2
a2(x2 + y2) ,

where P is the pressure at an arbitrary position, and P0 is the pressure at
the stagnation point (x = 0, y = 0). Now this inviscid flow satisfies the
Navier–Stokes equations but not the no–slip condition at the wall (y = 0).

In order to satisfy this too, the effect of the viscosity must be taken
into account. To do this we use the ansatz for the velocity and pressure
distributions:

u = U f ′(η) = axf ′(η); v = −
√
aνf(η) , (5.34)

P0 = p+
ϱ

2
a2
[
x2 +

2 ν

a
F (η)

]
(5.35)

Figure 1 – Couche limite d’épaisseur δ générée par un écoulement face à une paroi.

On rappelle que l’écoulement potentiel externe est caractérisé par le champ de vitesse

ue(x, y) = a x

ve(x, y) = −a y
où a est une constante en s−1 déterminée telle que ve(y = Ly) = −Ve lorsque l’on connâıt la vitesse
Ve > 0 faisant face à la plaque à une distance Ly.

1. Déterminer la fonction de courant ψ associée au champ de vitesse potentiel externe.

2. En déduire les isolignes (x∗, y∗) de la fonction ψ.

Le fluide considéré est newtonien de viscosité dynamique µ constante.

3. En se rapprochant d’une approximation de l’évolution de l’épaisseur dans une couche limite
laminaire, montrer que δ est constant et qu’on a l’approximation δ ∼

√
ν
a .

On cherche une solution autosimilaire de la forme

u(x, y)

ue
= f ′(η).

4. Exprimer η, déterminer le champ de vitesse v(x, y) et réexprimer la condition d’adhérence à la
paroi pour u et v.
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5. Connaissant u(x, y) = uef
′(η), relier la fonction de courant ψ(x, y) à f(η).

6. Déterminer une équation différentielle pour f(η) avec ses conditions aux limites. Pour accélérer
les calculs, on considéra directement que le gradient de pression est imposé par le champ de vitesse
externe (résultat classique pour les couches limites minces).

7. Transformer l’équation différentielle obtenue en un système vectoriel d’équations différentielles
d’ordre 1. Résoudre numériquement l’équation différentielle par la méthode de tir avec les pro-
grammes Matlab/Python mis à disposition et vérifier que l’écoulement n’est pas irrotationnel.

8. En déduire les lois d’évolutions pour les grandeurs caractéristiques suivantes :
• Epaisseur géométrique de couche limite δ99

• Epaisseur de déplacement δ∗

• Epaisseur de quantité de mouvement θ
• coefficient de frottement cf = τw

1
2
ρu2e

9. Tracer les champs de vitesse u(x, y) et v(x, y) sous Matlab/Python pour les paramètres suivants :
Lx= 1 cm ; Ly = 1 cm ; ρ = 10−3 kg/m3 ; ν = 10−4 ; Ve = 1.0 m/s.
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I.5 Dispersion de polluants dans l’atmosphère

L’analyse d’accidents industriels relâchant des produits nocifs pour la santé (voir Fig. 1), leur an-
ticipation ou la gestion du risque lié à une installation reposent sur l’étude de la dispersion de
polluants dans l’atmosphère, les rivières ou l’océan.

Figure 1 – L’incendie de l’usine Lubrizol le 26 septembre 2019 à Rouen.

On s’intéresse ici à la dispersion d’une espèce de fraction massique noté Y (x, y) dans un modèle
simplifié d’atmosphère. Le champ de vitesse moyenne est supposé uniforme à la vitesse notée U .
L’écoulement turbulent atmosphérique agite et brasse le champ d’espèce. Ce transfert turbulent
de matière peut être modélisé par une diffusivité turbulente Dt. Dans un écoulement turbulent,
Dt est bien plus grand que la diffusivité moléculaire de l’espèce. Pour simplifier les calculs, Dt est
considérée comme constante.

<latexit sha1_base64="oppAOeHM71QUgZBYk5DpY83vDyY=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0WPRi8cqxhbaUDbbSbt0swm7G6GE/gMvHhTx6j/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxnW/ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T941EmmGPosEYlqh1Sj4BJ9w43AdqqQxqHAVji6mfqtJ1SaJ/LBjFMMYjqQPOKMGivd+6RXrbl1dwayTLyC1KBAs1f96vYTlsUoDRNU647npibIqTKcCZxUupnGlLIRHWDHUklj1EE+u3RCTqzSJ1GibElDZurviZzGWo/j0HbG1Az1ojcV//M6mYmugpzLNDMo2XxRlAliEjJ9m/S5QmbE2BLKFLe3EjakijJjw6nYELzFl5fJ41ndu6i7d+e1xnURRxmO4BhOwYNLaMAtNMEHBhE8wyu8OSPnxXl3PuatJaeYOYQ/cD5/AAhHjQc=</latexit>

U

<latexit sha1_base64="fLBAq4QNHt6x49astMKifX19cb0=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4Kokoeix68diC/YA2lM120q7dbMLuRiyhv8CLB0W8+pO8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEsG1cd1vZ2V1bX1js7BV3N7Z3dsvHRw2dZwqhg0Wi1i1A6pRcIkNw43AdqKQRoHAVjC6nfqtR1Sax/LejBP0IzqQPOSMGivVn3qlsltxZyDLxMtJGXLUeqWvbj9maYTSMEG17nhuYvyMKsOZwEmxm2pMKBvRAXYslTRC7WezQyfk1Cp9EsbKljRkpv6eyGik9TgKbGdEzVAvelPxP6+TmvDaz7hMUoOSzReFqSAmJtOvSZ8rZEaMLaFMcXsrYUOqKDM2m6INwVt8eZk0zyveZcWtX5SrN3kcBTiGEzgDD66gCndQgwYwQHiGV3hzHpwX5935mLeuOPnMEfyB8/kD54uNAA==</latexit>x

<latexit sha1_base64="plO+peCbNVnVEc0GHTvhV3+bFoo=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0WPRi8cW7Ae0oWy2k3btZhN2N0Io/QVePCji1Z/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4bua3n1BpHssHkyXoR3QoecgZNVZqZP1yxa26c5BV4uWkAjnq/fJXbxCzNEJpmKBadz03Mf6EKsOZwGmpl2pMKBvTIXYtlTRC7U/mh07JmVUGJIyVLWnIXP09MaGR1lkU2M6ImpFe9mbif143NeGNP+EySQ1KtlgUpoKYmMy+JgOukBmRWUKZ4vZWwkZUUWZsNiUbgrf88ippXVS9q6rbuKzUbvM4inACp3AOHlxDDe6hDk1ggPAMr/DmPDovzrvzsWgtOPnMMfyB8/kD6Q+NAQ==</latexit>y

Figure 2 – Schéma du champ Y (x, y) pour la configuration bidimensionnelle étudiée.

En se limitant à l’étude de la dispersion dans un domaine bidimensionnel (x, y) avec l’axe x suivant
la direction du vent (voir Fig. 2), l’évolution de Y (x, y) dans l’hypothèse de couche mince (épaisseur
δ faible devant la longueur du jet) est donnée par

U
∂Y

∂x
= Dt

∂2Y

∂y2

Les profils Y (x, y) pour différentes distances x depuis le point d’émission ressemblent à une courbe
en cloche d’amplitude et d’épaisseur variable. On note Y0(x) = Y (x, y = 0) la fraction massique
sur l’axe x. L’hypothèse d’autosimilarité simplifie la recherche de la solution du problème.

1. En estimant l’ordre de grandeur de chaque terme de l’équation (1), estimer une épaisseur δ(x)
du panache de polluants.
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2. En utilisant une hypothèse d’autosimilarité, exprimer le profil adimensionné de fraction massique
comme une fonction d’une seule variable f(η).

3. Obtenir une équation différentielle pour f(η) et en déduire une condition pour que l’hypothèse
d’autosimilarité soit valable.

4. Montrer que l’intégral I(x) =
∫ +∞
−∞ Y (x, y) dy est constante. Préciser en conséquence la condition

obtenue à la question précédente et obtenir l’équation différentielle finale pour f(η).

5. Résoudre l’équation différentielle pour déterminer l’expression du champ Y (x, y). On introduira
dans l’expression finale l’intégrale constante I reliée au débit d’espèce injecté au point d’émission.

6. Pour un seuil de toxicité Y = Ym, exprimer la distance xm correspondante et commenter la
dépendance aux différents termes.

7. Commenter les différentes hypothèses du problème qui ont mené à ce résultat.
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I.6 Elargissement brusque en aval d’une pompe

I. Perte de charge liée à un élargissement brusque

Une perte de charge singulière est créée à travers une conduite où l’écoulement subit un élargissement
brusque (voir figure 1). L’écoulement amont possède une vitesse u1 et une pression p1 uniformes.
Il en est de même pour l’écoulement en aval, caractérisé par une vitesse u2 et une pression p2. Le
fluide est considéré comme incompressible. La conduite étant horizontale, la force de pesanteur est
négligée. Les forces visqueuses peuvent être négligées sur les parois Σ1, Σ2 et A′. L’écoulement est
stationnaire.

Figure 1 – Schéma d’une conduite avec un élargissement brusque.

I. 1. Etablir un bilan macroscopique de masse entre les sections A1 et A2 et lier u1 à u2. On note
ṁ le débit massique.

I. 2. A partir d’un bilan de quantité de mouvement macroscopique, donner une expression pour la
force F exercée par le fluide sur la conduite entre les sections A1 et A2.

I. 3. Les observations expérimentales montrent que la pression sur la section A′ est égale à p1. En
déduire, une autre expression pour la force F .

I. 4. Ecrire la différence de pression (p2 − p1) en fonction de la masse volumique ρ et des vitesses

u1 et u2. Exprimer la perte de charge entre A1 et A2 sous la forme es = k
u21
2 .

I. 5. Application numérique : calculer la valeur du débit ṁ, de la force F et de la perte de charge
associée es.

• ρ = 1000.0 kg/m3

• p1 = 1 bar
• u1 = 15 m/s

• A1 : diamètre = 0.05 m
• A2 : diamètre = 0.10 m
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II. Application à un système muni d’une pompe

La conduite avec élargissement est placée en aval d’une pompe caractérisée par une puissance P
et un rendement η. La pompe prélève du fluide depuis un réservoir situé à une hauteur H = 2 m
au-dessus (voir figure 2). La pression au-dessus du réservoir vaut patm = 1 bar. La section en amont
de la pompe A0 est identique à A1. Entre le réservoir et l’entrée de la pompe, les pertes de charge
sont négligées et la force de pesanteur est prise en compte.

Pompe

Figure 2 – Schéma de la pompe et du réservoir en amont de la canalisation précédemment étudiée.

II. 1 Déterminer une expression pour la pression p2 au niveau de la section A2 en fonction de P,
η, H et des autres grandeurs du problème.

II. 2. Application numérique : calculer les pression p2, p1 et la puissance Ėv dissipée par la perte
de charge au niveau de l’élargissement.

• ρ = 1000.0 kg/m3

• P = 25 kW
• η = 0.82
• H = 2 m

• u1 = 15 m/s
• A1 : diamètre = 0.05 m
• A2 : diamètre = 0.10 m

II. 3. Calculer le rendement global du dispositif.
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I.7 Ventilation d’un tunnel routier

Dans tout le problème, les écoulements seront supposés unidimensionnels dans les différentes sec-
tions sauf au niveau des entrées du tunnel, où cette hypothèse n’est pas valable. On s’intéresse uni-
quement à des régimes d’écoulements stationnaires. Sauf mentionné explicitement, les phénomènes
de dissipation seront négligés. On prendra pour les applications numériques la pression et température
atmosphériques égales à pa =1 bar et Ta =288 K. Il n’y a pas de vent à l’extérieur. L’air est considéré
comme un fluide parfait dont la viscosité cinématique vaut ν = 1.5 · 10−5 m2/s et la masse volu-
mique ρ = 1.225 kg/m3. La constante réduite des gaz parfaits vaut r = 287 J/kg/K et le rapport
des chaleurs spécifiques est égal à γ = 1.4.

Analyse de la maquette

36 CHAPITRE 3. PROBLÈMES

Ventilation d’un tunnel routier

Dans tout le problème, les écoulements seront supposés unidimensionnels dans
les di↵érentes sections sauf au niveau des entrées du tunnel, où cette hypothèse n’est
pas valable. On s’intéresse uniquement à des régimes d’écoulements stationnaires.
Sauf mentionné explicitement, les phénomènes de dissipation seront négligés. On
prendra pour les applications numériques la pression et température atmosphériques
égales à pa = 1 bar et Ta = 288 K. Il n’y a pas de vent à l’extérieur. L’air est supposé
sec.

Analyse d’une maquette

(e) (s)A

v v
p s

p 
v  

p a

Figure 1 – Maquette d’un tunnel alimenté par un ventilateur. La vitesse est uni-
forme dans la section (s).

On considère la maquette d’un tunnel de section constante A = 1 m2 représentée
à la figure 1. Un ventilateur permet d’établir un écoulement de vitesse uniforme
v = 10 m s�1 à partir d’une distance égale à environ deux diamètres depuis l’entrée
du tunnel. Dans la section (s) à la sortie du tunnel, l’écoulement reste uniforme
et forme un jet. En amont du tunnel, dans une section su�samment éloignée de
l’entrée (1), la pression est égale à p1 et la vitesse de l’écoulement est notée v1.

1. Quelles sont les caractéristiques de cet écoulement ?

2. Que valent la pression p1 et la vitesse v1 loin en amont de l’entrée du tunnel.

3. Que vaut la pression ps dans la section de sortie du tunnel.

4. Déterminer le débit masse ṁ nécessaire pour maintenir un écoulement à la vitesse
v = 10 m s�1.

5. Déterminer le travail théorique par unité de masse w0 que doit fournir le venti-
lateur pour maintenir cet écoulement.

6. Calculer la puissance électrique Pe nécessaire pour alimenter le ventilateur sa-
chant que le rendement global du ventilateur vaut dans ces conditions ⌘ = 0.4.

Tunnel avec une ventilation latérale

On considère à présent un tunnel rectiligne horizontal de section constante
A = 80 m2 creusé dans une montagne et débouchant à l’air libre à ses deux
extrémités (figure 2). Un conduit latéral équipé d’un ventilateur et débouchant
dans le tunnel par un conduit rectiligne faisant un angle ↵ par rapport à l’axe du

Figure 1 – Maquette d’un tunnel alimenté par un ventilateur. La vitesse est uniforme dans la
section (s).

On considère la maquette d’un tunnel de section constante A = 1 m2 représentée à la figure 1. Un
ventilateur permet d’établir un écoulement de vitesse uniforme v = 10 m s−1 à partir d’une distance
égale à environ deux diamètres depuis l’entrée du tunnel. Dans la section (s) à la sortie du tunnel,
l’écoulement reste uniforme et forme un jet. En amont du tunnel, dans une section suffisamment
éloignée de l’entrée (∞), la pression est égale à p∞ = pa et la vitesse de l’écoulement est notée
v∞ = 0. Au niveau de la section de sortie, on a ps = pa.

1.1- Quelles sont les caractéristiques de cet écoulement (laminaire/turbulent, compressible/incompressible) ?

1.2- Déterminer le débit masse ṁ nécessaire pour maintenir un écoulement à la vitesse v = 10 m s−1.

1.3- Déterminer le travail théorique par unité de masse w′ que doit fournir le ventilateur pour
maintenir cet écoulement.

1.4- Calculer la puissance électrique Pe nécessaire pour alimenter le ventilateur sachant que le
rendement global du ventilateur vaut dans ces conditions η = 0.4.

Tunnel avec une ventilation latérale

On considère à présent un tunnel rectiligne horizontal de section constante A == A1 = A2 = 80 m2

creusé dans une montagne et débouchant à l’air libre à ses deux extrémités (figure 2). Un conduit
latéral équipé d’un ventilateur et débouchant dans le tunnel par un conduit rectiligne faisant un
angle α par rapport à l’axe du tunnel assure la ventilation de l’ensemble. Ce dispositif prélève de
l’air de l’environnement extérieur à la pression p∞ et l’injecte dans le tunnel. Loin du ventilateur
l’écoulement dans le conduit latéral peut être considéré uniforme avec une vitesse u. La section du
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conduit d’aération est constante et vaut S.

37

tunnel assure la ventilation de l’ensemble. Ce dispositif prélève de l’air de l’environ-
nement extérieur à la pression p1 et l’injecte dans le tunnel. Loin du ventilateur
l’écoulement dans le conduit latéral peut être considéré uniforme avec une vitesse
u. La section du conduit d’aération est constante et vaut S.

(e) (s)

A
v

u

p 
v  

A v

S

1
1 2

2

(3)

(1) (2)

Figure 2 – Tunnel alimenté et son conduit de ventilation latéral qui débouche avec
un angle ↵ par rapport à l’axe du tunnel. Les hypothèses sur l’écoulement à la sortie
du tunnel sont analogues à celles de la figure 1.

On s’intéresse dans cette partie au mode de fonctionnement indiqué à la figure
2. L’air est aspiré à l’entrée du tunnel en (e) et est refoulé à sa sortie en (s) grâce
à l’écoulement créé par le ventilateur. Les sections (1) et (2) indiquées à la figure
2 sont su�samment éloignées de l’entrée du tunnel et du conduit d’aération pour
supposer des écoulements unidimensionnels dans ces sections.

7. Quelle est la di↵érence de pression p1 � p2 dans le tunnel en fonction des condi-
tions d’écoulement dans la section (1) ?

8. A partir du volume de contrôle compris entre les sections (1), (2) et (3) de la figure
2 déterminer le bilan de masse. On exprimera le résultat en fonction de ⇠ = v1/u le
rapport de la vitesse dans la section (1) sur la vitesse dans le conduit d’aération et
� = S/A le rapport de l’aire de la section du conduit d’aération sur la section du
tunnel.

Pour simplifier le problème, on suppose désormais l’écoulement également uni-
forme au niveau du branchement entre le conduit d’aération et le tunnel. On utilise
désormais un nouveau volume de contrôle représenté à la figure 3 compris entre les
sections (1), (2) et (3’).

9. Déterminer une deuxième relation pour la di↵érence de pression p1 � p2 en fonc-
tion du rapport des vitesses ⇠ et des sections �, ainsi que l’angle ↵. On pourra faire
apparâıtre cette fois-ci le produit ⇢v2

1 .

10. Déduire des relations précédentes une équation pour l’évolution du rapport de
vitesse ⇠ en fonction du rapport des sections � et de l’angle ↵.

11. Pour un conduit d’aération rasant, lorsque ↵ est petit, déterminer la seule so-

Figure 2 – Tunnel alimenté et son conduit de ventilation latéral qui débouche avec un angle α
par rapport à l’axe du tunnel. Les hypothèses sur l’écoulement à la sortie du tunnel
sont analogues à celles de la figure 1.

On s’intéresse dans cette partie au mode de fonctionnement indiqué à la figure 2. L’air est aspiré à
l’entrée du tunnel en (e) et est refoulé à sa sortie en (s) grâce à l’écoulement créé par le ventilateur.
Les sections (1) et (2) indiquées à la figure 2 sont suffisamment éloignées de l’entrée du tunnel et
du conduit d’aération pour supposer des écoulements unidimensionnels dans ces sections.

1.5- En appliquant Bernoulli, exprimer la différence de pression p1 − p2 dans le tunnel en fonction
des conditions d’écoulement dans la section (1) ?

1.6- À partir du volume de contrôle compris entre les sections (1), (2) et (3) de la figure 2 écrire
le bilan de masse. On exprimera le résultat en fonction de ξ = v1/u le rapport de la vitesse dans
la section (1) sur la vitesse dans le conduit d’aération et σ = S/A le rapport de l’aire de la section
du conduit d’aération sur la section du tunnel.

Pour simplifier le problème, on suppose désormais l’écoulement également uniforme au niveau du
branchement entre le conduit d’aération et le tunnel. On utilise désormais un nouveau volume de
contrôle représenté à la figure3 compris entre les sections (1), (2) et (3’).
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Figure 3 – Volume de contrôle. L’écoulement est supposé uniforme dans les sections
(1), (2) et (3’).

lution physique de cette équation correspondant à l’écoulement du schéma de la
figure 2.

12. Pour dimensionner l’installation, on cherche à maximiser le rapport de vitesse
⇠ par rapport à �. En déduire les valeurs des rapports �m et ⇠m.

13. Pour des raisons de confort, on souhaite limiter la vitesse maximale dans le
tunnel à 10 m s�1. Calculer dans ces conditions les vitesses v2, u et v1, ainsi que les
pressions p1, p2 de l’écoulement dans les sections (1) et (2).

14. On admet désormais que la pression dans la section A0
3 vaut p3 = pa = 1 bar.

Cette hypothèse vous semble-t-elle raisonnable ?

15. On suppose que l’écoulement a subi une perte de charge générée par l’élargissement
brusque au niveau de la jonction entre le conduit d’aération et le tunnel. L’écoulement
y a perdu la moitié de son énergie cinétique (k = 0.5). Déterminer la puissance
électrique Pe à fournir au ventilateur dont le rendement global est ⌘ = 0.4.

Régime surventilé

(e) (s)

AA

S

1 2

(3)

(1) (2)

Figure 4 – Schéma du tunnel en régime de surventilation.

Le rapport de la section du conduit d’aération sur la section du tunnel est
désormais fixé à � = 0.2. L’angle du conduit d’aération ↵ n’est plus supposé rasant.

Figure 3 – Volume de contrôle. L’écoulement est supposé uniforme dans les sections (1), (2) et
(3’).
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1.7- Grâce au bilan de quantité de mouvement, déterminer une deuxième relation pour la différence
de pression p1 − p2 en fonction du rapport des vitesses ξ et des sections σ, ainsi que l’angle α. On
pourra faire apparâıtre cette fois-ci le produit ρv2

1.

1.8- Déduire des relations précédentes une équation pour l’évolution du rapport de vitesse ξ en
fonction du rapport des sections σ et de l’angle α.

1.9- Pour un conduit d’aération rasant, lorsque α est petit, déterminer la seule solution physique
de cette équation correspondant à l’écoulement du schéma de la figure 2.

1.10- Pour dimensionner l’installation, on cherche à maximiser le rapport de vitesse ξ par rapport
à σ. En déduire les valeurs des rapports σm et ξm.

1.11- Pour des raisons de confort, on souhaite limiter la vitesse maximale dans le tunnel à 10 m s−1.
Calculer dans ces conditions les vitesses v2, u et v1, ainsi que les pressions p1, p2 de l’écoulement
dans les sections (1) et (2).

1.12- On admet désormais que la pression dans la section A′3 vaut p3 = pa = 1 bar. Cette hypothèse
vous semble-t-elle raisonnable ?

1.13- On suppose que l’écoulement a subi une perte de charge singulière (es = ku2/2) générée
par l’élargissement brusque au niveau de la jonction entre le conduit d’aération et le tunnel.
L’écoulement y a perdu la moitié de son énergie cinétique (k = 0.5). Déterminer la puissance
électrique Pe à fournir au ventilateur dont le rendement global est η = 0.4.

Régime surventilé
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lution physique de cette équation correspondant à l’écoulement du schéma de la
figure 2.

12. Pour dimensionner l’installation, on cherche à maximiser le rapport de vitesse
⇠ par rapport à �. En déduire les valeurs des rapports �m et ⇠m.

13. Pour des raisons de confort, on souhaite limiter la vitesse maximale dans le
tunnel à 10 m s�1. Calculer dans ces conditions les vitesses v2, u et v1, ainsi que les
pressions p1, p2 de l’écoulement dans les sections (1) et (2).

14. On admet désormais que la pression dans la section A0
3 vaut p3 = pa = 1 bar.

Cette hypothèse vous semble-t-elle raisonnable ?

15. On suppose que l’écoulement a subi une perte de charge générée par l’élargissement
brusque au niveau de la jonction entre le conduit d’aération et le tunnel. L’écoulement
y a perdu la moitié de son énergie cinétique (k = 0.5). Déterminer la puissance
électrique Pe à fournir au ventilateur dont le rendement global est ⌘ = 0.4.

Régime surventilé
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Figure 4 – Schéma du tunnel en régime de surventilation.

Le rapport de la section du conduit d’aération sur la section du tunnel est
désormais fixé à � = 0.2. L’angle du conduit d’aération ↵ n’est plus supposé rasant.

Figure 4 – Schéma du tunnel en régime de surventilation.

Le rapport de la section du conduit d’aération sur la section du tunnel est désormais fixé à σ = 0.2.
L’angle du conduit d’aération α n’est plus supposé rasant.

1.14- Déterminer la condition sur l’angle α au delà de laquelle le régime d’écoulement de la figure 2
prend fin.

1.15- Si cette condition n’est pas respectée, indiquer le sens des écoulements sur la figure 4 et la
structure des nouveaux écoulements dans les sections (e) et (s).
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1.16- Dans ces conditions, déterminer la nouvelle différence de pression p1 − p2.

1.17- Déterminer les nouvelles expressions des vitesses v1/u et v2/u en fonction de σ et de l’angle α.

1.18- En déduire la plage d’angles α rendant possible cet écoulement surventilé.

1.19- Déterminer les valeurs de l’angle α et des vitesses u, v1 et v2 qui minimisent le débit dans le
conduit d’aération avec la même condition de vitesse maximale de 10 m s−1 dans le tunnel.
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I.8 Calcul de grandeurs d’intérêt dans un écoulement non-uniforme.
Application à l’écoulement de Couette-Poiseuille

L’hypothèse d’écoulement uniforme dans les différentes sections de passage permet de simplifier
considérablement l’expressions des bilans. L’hypothèse est raisonnable dans certains cas (écoulements
turbulents dans une conduite par exemple) mais reste limitée. Dans le cas général d’écoulements
réalistes, il est nécessaire de reconstruire les grandeurs d’intérêt à partir de champs de vitesse et
pression non-uniformes. En pratique, ces calculs passent par le traitement numérique de données
issues d’expériences ou de simulations. Ces calculs sont illustrés ici sur une configuration où une
expression analytique des champs est disponible.

<latexit sha1_base64="plO+peCbNVnVEc0GHTvhV3+bFoo=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0WPRi8cW7Ae0oWy2k3btZhN2N0Io/QVePCji1Z/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4bua3n1BpHssHkyXoR3QoecgZNVZqZP1yxa26c5BV4uWkAjnq/fJXbxCzNEJpmKBadz03Mf6EKsOZwGmpl2pMKBvTIXYtlTRC7U/mh07JmVUGJIyVLWnIXP09MaGR1lkU2M6ImpFe9mbif143NeGNP+EySQ1KtlgUpoKYmMy+JgOukBmRWUKZ4vZWwkZUUWZsNiUbgrf88ippXVS9q6rbuKzUbvM4inACp3AOHlxDDe6hDk1ggPAMr/DmPDovzrvzsWgtOPnMMfyB8/kD6Q+NAQ==</latexit>y

<latexit sha1_base64="fLBAq4QNHt6x49astMKifX19cb0=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4Kokoeix68diC/YA2lM120q7dbMLuRiyhv8CLB0W8+pO8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEsG1cd1vZ2V1bX1js7BV3N7Z3dsvHRw2dZwqhg0Wi1i1A6pRcIkNw43AdqKQRoHAVjC6nfqtR1Sax/LejBP0IzqQPOSMGivVn3qlsltxZyDLxMtJGXLUeqWvbj9maYTSMEG17nhuYvyMKsOZwEmxm2pMKBvRAXYslTRC7WezQyfk1Cp9EsbKljRkpv6eyGik9TgKbGdEzVAvelPxP6+TmvDaz7hMUoOSzReFqSAmJtOvSZ8rZEaMLaFMcXsrYUOqKDM2m6INwVt8eZk0zyveZcWtX5SrN3kcBTiGEzgDD66gCndQgwYwQHiGV3hzHpwX5935mLeuOPnMEfyB8/kD54uNAA==</latexit>x

<latexit sha1_base64="RHayGlfgQVUYwBOfI97I1R/QSdE=">AAAB73icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRZBEMquKHosevFY0X5Au5Zsmm1Dk+yaZIWy9E948aCIV/+ON/+N2XYP2vpg4PHeDDPzgpgzbVz32yksLa+srhXXSxubW9s75d29po4SRWiDRDxS7QBrypmkDcMMp+1YUSwCTlvB6DrzW09UaRbJezOOqS/wQLKQEWys1O7esYHADye9csWtulOgReLlpAI56r3yV7cfkURQaQjHWnc8NzZ+ipVhhNNJqZtoGmMywgPasVRiQbWfTu+doCOr9FEYKVvSoKn6eyLFQuuxCGynwGao571M/M/rJCa89FMm48RQSWaLwoQjE6HsedRnihLDx5Zgopi9FZEhVpgYG1HJhuDNv7xImqdV77zq3p5Vald5HEU4gEM4Bg8uoAY3UIcGEODwDK/w5jw6L8678zFrLTj5zD78gfP5A4s6j6Q=</latexit>

⌃+

<latexit sha1_base64="lx0AQ+04eblBCgndjXgIhvfoHdU=">AAAB73icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBi2VXFD0WvXisaD+gXUs2zbahSXZNskJZ+ie8eFDEq3/Hm//GbLsHbX0w8Hhvhpl5QcyZNq777RSWlldW14rrpY3Nre2d8u5eU0eJIrRBIh6pdoA15UzShmGG03asKBYBp61gdJ35rSeqNIvkvRnH1Bd4IFnICDZWanfv2EDgh5NeueJW3SnQIvFyUoEc9V75q9uPSCKoNIRjrTueGxs/xcowwumk1E00jTEZ4QHtWCqxoNpPp/dO0JFV+iiMlC1p0FT9PZFiofVYBLZTYDPU814m/ud1EhNe+imTcWKoJLNFYcKRiVD2POozRYnhY0swUczeisgQK0yMjahkQ/DmX14kzdOqd151b88qtas8jiIcwCEcgwcXUIMbqEMDCHB4hld4cx6dF+fd+Zi1Fpx8Zh/+wPn8AY5Cj6Y=</latexit>

⌃�
<latexit sha1_base64="07qLsYvIGszoUbKtIBes9VZLpPU=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0nEoseiF48V7Qe0oWy2m3bpZhN2J0IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekEhh0HW/ncLa+sbmVnG7tLO7t39QPjxqmTjVjDdZLGPdCajhUijeRIGSdxLNaRRI3g7GtzO//cS1EbF6xEnC/YgOlQgFo2ilh6Tv9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSiCtkkhrT9dwE/YxqFEzyaamXGp5QNqZD3rVU0YgbP5ufOiVnVhmQMNa2FJK5+nsio5ExkyiwnRHFkVn2ZuJ/XjfF8NrPhEpS5IotFoWpJBiT2d9kIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoU2nZEPwll9eJa2LqleruveXlfpNHkcRTuAUzsGDK6jDHTSgCQyG8Ayv8OZI58V5dz4WrQUnnzmGP3A+fwAA0o2c</latexit>p1

<latexit sha1_base64="wmGZmftwXSOHFZ6r/QpGDqwDvC4=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mKoseiF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N0IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4dua3n1BpHstHM0nQj+hQ8pAzaqz0kPRr/XLFrbpzkFXi5aQCORr98ldvELM0QmmYoFp3PTcxfkaV4UzgtNRLNSaUjekQu5ZKGqH2s/mpU3JmlQEJY2VLGjJXf09kNNJ6EgW2M6JmpJe9mfif101NeO1nXCapQckWi8JUEBOT2d9kwBUyIyaWUKa4vZWwEVWUGZtOyYbgLb+8Slq1qndZde8vKvWbPI4inMApnIMHV1CHO2hAExgM4Rle4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gACVo2d</latexit>p2

<latexit sha1_base64="zokIOVT3w6QtJ/SsdnhfBSR4lNI=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSIIQklE0WPRi8eKpi20sWy223bpZhN2J0IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZemEhh0HW/naXlldW19cJGcXNre2e3tLdfN3GqGfdZLGPdDKnhUijuo0DJm4nmNAolb4TDm4nfeOLaiFg94CjhQUT7SvQEo2ile//xtFMquxV3CrJIvJyUIUetU/pqd2OWRlwhk9SYlucmGGRUo2CSj4vt1PCEsiHt85alikbcBNn01DE5tkqX9GJtSyGZqr8nMhoZM4pC2xlRHJh5byL+57VS7F0FmVBJilyx2aJeKgnGZPI36QrNGcqRJZRpYW8lbEA1ZWjTKdoQvPmXF0n9rOJdVNy783L1Oo+jAIdwBCfgwSVU4RZq4AODPjzDK7w50nlx3p2PWeuSk88cwB84nz/NBI16</latexit>

U+

<latexit sha1_base64="3N15HF9oM7jv7AKL9DiB8jk0nE8=">AAAB6HicbVA9SwNBEJ3zM8avqKXNYhCswp0oWgZtLCwSMB+QHGFvM5es2ds7dveEcOQX2FgoYutPsvPfuEmu0MQHA4/3ZpiZFySCa+O6387K6tr6xmZhq7i9s7u3Xzo4bOo4VQwbLBaxagdUo+ASG4Ybge1EIY0Cga1gdDv1W0+oNI/lgxkn6Ed0IHnIGTVWqt/3SmW34s5AlomXkzLkqPVKX91+zNIIpWGCat3x3MT4GVWGM4GTYjfVmFA2ogPsWCpphNrPZodOyKlV+iSMlS1pyEz9PZHRSOtxFNjOiJqhXvSm4n9eJzXhtZ9xmaQGJZsvClNBTEymX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDZFG4K3+PIyaZ5XvMuKW78oV2/yOApwDCdwBh5cQRXuoAYNYIDwDK/w5jw6L8678zFvXXHymSP4A+fzB6TbjNQ=</latexit>

L

<latexit sha1_base64="gw2CWPMePvtUO6DBS45mrNZ7NxU=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0WPRi8cW7Ae0oWy2k3btZhN2N0IJ/QVePCji1Z/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4bua3n1BpHssHM0nQj+hQ8pAzaqzUCPrlilt15yCrxMtJBXLU++Wv3iBmaYTSMEG17npuYvyMKsOZwGmpl2pMKBvTIXYtlTRC7WfzQ6fkzCoDEsbKljRkrv6eyGik9SQKbGdEzUgvezPxP6+bmvDGz7hMUoOSLRaFqSAmJrOvyYArZEZMLKFMcXsrYSOqKDM2m5INwVt+eZW0LqreVdVtXFZqt3kcRTiBUzgHD66hBvdQhyYwQHiGV3hzHp0X5935WLQWnHzmGP7A+fwBxjOM6g==</latexit>

b

<latexit sha1_base64="5PREcRNyZ02sJezDoatBYDGd8k8=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0WPRi8cW7Ae0oWy2k3btZhN2N0IJ/QVePCji1Z/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4bua3n1BpHssHM0nQj+hQ8pAzaqzUGPXLFbfqzkFWiZeTCuSo98tfvUHM0gilYYJq3fXcxPgZVYYzgdNSL9WYUDamQ+xaKmmE2s/mh07JmVUGJIyVLWnIXP09kdFI60kU2M6ImpFe9mbif143NeGNn3GZpAYlWywKU0FMTGZfkwFXyIyYWEKZ4vZWwkZUUWZsNiUbgrf88ippXVS9q6rbuKzUbvM4inACp3AOHlxDDe6hDk1ggPAMr/DmPDovzrvzsWgtOPnMMfyB8/kDz0uM8A==</latexit>

h

Figure 1 – Schéma de la configuration étudiée : canal plan de section h × b (avec b � h) et de
longueur L.

La configuration étudiée généralise les cas simplifiés des écoulements de Couette et Poiseuille. On
étudie l’écoulement incompressible et bidimensionnel dans un canal de section h× b. On note p1 et
p2 les pressions en entrée et sortie du sytème (voir Fig. 1). La paroi Σ− est fixe tandis que Σ+ se
déplace à une vitesse constante notée U+.

<latexit sha1_base64="plO+peCbNVnVEc0GHTvhV3+bFoo=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0WPRi8cW7Ae0oWy2k3btZhN2N0Io/QVePCji1Z/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4bua3n1BpHssHkyXoR3QoecgZNVZqZP1yxa26c5BV4uWkAjnq/fJXbxCzNEJpmKBadz03Mf6EKsOZwGmpl2pMKBvTIXYtlTRC7U/mh07JmVUGJIyVLWnIXP09MaGR1lkU2M6ImpFe9mbif143NeGNP+EySQ1KtlgUpoKYmMy+JgOukBmRWUKZ4vZWwkZUUWZsNiUbgrf88ippXVS9q6rbuKzUbvM4inACp3AOHlxDDe6hDk1ggPAMr/DmPDovzrvzsWgtOPnMMfyB8/kD6Q+NAQ==</latexit>y

<latexit sha1_base64="uFIh1hylqG24iwpflcvisz7mxto=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBahXkoiih6LXjxWsB/QhrLZbtqlu5uwuxFC6F/w4kERr/4hb/4bN20O2vpg4PHeDDPzgpgzbVz32ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjjo4SRWibRDxSvQBrypmkbcMMp71YUSwCTrvB9C73u09UaRbJR5PG1Bd4LFnICDa5lNTT82G15jbcOdAq8QpSgwKtYfVrMIpIIqg0hGOt+54bGz/DyjDC6awySDSNMZniMe1bKrGg2s/mt87QmVVGKIyULWnQXP09kWGhdSoC2ymwmehlLxf/8/qJCW/8jMk4MVSSxaIw4chEKH8cjZiixPDUEkwUs7ciMsEKE2PjqdgQvOWXV0nnouFdNdyHy1rztoijDCdwCnXw4BqacA8taAOBCTzDK7w5wnlx3p2PRWvJKWaO4Q+czx+GH43l</latexit>

u(y)

<latexit sha1_base64="plO+peCbNVnVEc0GHTvhV3+bFoo=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0WPRi8cW7Ae0oWy2k3btZhN2N0Io/QVePCji1Z/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4bua3n1BpHssHkyXoR3QoecgZNVZqZP1yxa26c5BV4uWkAjnq/fJXbxCzNEJpmKBadz03Mf6EKsOZwGmpl2pMKBvTIXYtlTRC7U/mh07JmVUGJIyVLWnIXP09MaGR1lkU2M6ImpFe9mbif143NeGNP+EySQ1KtlgUpoKYmMy+JgOukBmRWUKZ4vZWwkZUUWZsNiUbgrf88ippXVS9q6rbuKzUbvM4inACp3AOHlxDDe6hDk1ggPAMr/DmPDovzrvzsWgtOPnMMfyB8/kD6Q+NAQ==</latexit>y

<latexit sha1_base64="uFIh1hylqG24iwpflcvisz7mxto=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBahXkoiih6LXjxWsB/QhrLZbtqlu5uwuxFC6F/w4kERr/4hb/4bN20O2vpg4PHeDDPzgpgzbVz32ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjjo4SRWibRDxSvQBrypmkbcMMp71YUSwCTrvB9C73u09UaRbJR5PG1Bd4LFnICDa5lNTT82G15jbcOdAq8QpSgwKtYfVrMIpIIqg0hGOt+54bGz/DyjDC6awySDSNMZniMe1bKrGg2s/mt87QmVVGKIyULWnQXP09kWGhdSoC2ymwmehlLxf/8/qJCW/8jMk4MVSSxaIw4chEKH8cjZiixPDUEkwUs7ciMsEKE2PjqdgQvOWXV0nnouFdNdyHy1rztoijDCdwCnXw4BqacA8taAOBCTzDK7w5wnlx3p2PRWvJKWaO4Q+czx+GH43l</latexit>

u(y)

<latexit sha1_base64="plO+peCbNVnVEc0GHTvhV3+bFoo=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0WPRi8cW7Ae0oWy2k3btZhN2N0Io/QVePCji1Z/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4bua3n1BpHssHkyXoR3QoecgZNVZqZP1yxa26c5BV4uWkAjnq/fJXbxCzNEJpmKBadz03Mf6EKsOZwGmpl2pMKBvTIXYtlTRC7U/mh07JmVUGJIyVLWnIXP09MaGR1lkU2M6ImpFe9mbif143NeGNP+EySQ1KtlgUpoKYmMy+JgOukBmRWUKZ4vZWwkZUUWZsNiUbgrf88ippXVS9q6rbuKzUbvM4inACp3AOHlxDDe6hDk1ggPAMr/DmPDovzrvzsWgtOPnMMfyB8/kD6Q+NAQ==</latexit>y

<latexit sha1_base64="uFIh1hylqG24iwpflcvisz7mxto=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBahXkoiih6LXjxWsB/QhrLZbtqlu5uwuxFC6F/w4kERr/4hb/4bN20O2vpg4PHeDDPzgpgzbVz32ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjjo4SRWibRDxSvQBrypmkbcMMp71YUSwCTrvB9C73u09UaRbJR5PG1Bd4LFnICDa5lNTT82G15jbcOdAq8QpSgwKtYfVrMIpIIqg0hGOt+54bGz/DyjDC6awySDSNMZniMe1bKrGg2s/mt87QmVVGKIyULWnQXP09kWGhdSoC2ymwmehlLxf/8/qJCW/8jMk4MVSSxaIw4chEKH8cjZiixPDUEkwUs7ciMsEKE2PjqdgQvOWXV0nnouFdNdyHy1rztoijDCdwCnXw4BqacA8taAOBCTzDK7w5wnlx3p2PRWvJKWaO4Q+czx+GH43l</latexit>

u(y)

Cas général

<latexit sha1_base64="zokIOVT3w6QtJ/SsdnhfBSR4lNI=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSIIQklE0WPRi8eKpi20sWy223bpZhN2J0IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZemEhh0HW/naXlldW19cJGcXNre2e3tLdfN3GqGfdZLGPdDKnhUijuo0DJm4nmNAolb4TDm4nfeOLaiFg94CjhQUT7SvQEo2ile//xtFMquxV3CrJIvJyUIUetU/pqd2OWRlwhk9SYlucmGGRUo2CSj4vt1PCEsiHt85alikbcBNn01DE5tkqX9GJtSyGZqr8nMhoZM4pC2xlRHJh5byL+57VS7F0FmVBJilyx2aJeKgnGZPI36QrNGcqRJZRpYW8lbEA1ZWjTKdoQvPmXF0n9rOJdVNy783L1Oo+jAIdwBCfgwSVU4RZq4AODPjzDK7w50nlx3p2PWeuSk88cwB84nz/NBI16</latexit>

U+

<latexit sha1_base64="5PREcRNyZ02sJezDoatBYDGd8k8=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0WPRi8cW7Ae0oWy2k3btZhN2N0IJ/QVePCji1Z/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4bua3n1BpHssHM0nQj+hQ8pAzaqzUGPXLFbfqzkFWiZeTCuSo98tfvUHM0gilYYJq3fXcxPgZVYYzgdNSL9WYUDamQ+xaKmmE2s/mh07JmVUGJIyVLWnIXP09kdFI60kU2M6ImpFe9mbif143NeGNn3GZpAYlWywKU0FMTGZfkwFXyIyYWEKZ4vZWwkZUUWZsNiUbgrf88ippXVS9q6rbuKzUbvM4inACp3AOHlxDDe6hDk1ggPAMr/DmPDovzrvzsWgtOPnMMfyB8/kDz0uM8A==</latexit>

h

<latexit sha1_base64="zokIOVT3w6QtJ/SsdnhfBSR4lNI=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSIIQklE0WPRi8eKpi20sWy223bpZhN2J0IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZemEhh0HW/naXlldW19cJGcXNre2e3tLdfN3GqGfdZLGPdDKnhUijuo0DJm4nmNAolb4TDm4nfeOLaiFg94CjhQUT7SvQEo2ile//xtFMquxV3CrJIvJyUIUetU/pqd2OWRlwhk9SYlucmGGRUo2CSj4vt1PCEsiHt85alikbcBNn01DE5tkqX9GJtSyGZqr8nMhoZM4pC2xlRHJh5byL+57VS7F0FmVBJilyx2aJeKgnGZPI36QrNGcqRJZRpYW8lbEA1ZWjTKdoQvPmXF0n9rOJdVNy783L1Oo+jAIdwBCfgwSVU4RZq4AODPjzDK7w50nlx3p2PWeuSk88cwB84nz/NBI16</latexit>

U+

<latexit sha1_base64="5PREcRNyZ02sJezDoatBYDGd8k8=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0WPRi8cW7Ae0oWy2k3btZhN2N0IJ/QVePCji1Z/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4bua3n1BpHssHM0nQj+hQ8pAzaqzUGPXLFbfqzkFWiZeTCuSo98tfvUHM0gilYYJq3fXcxPgZVYYzgdNSL9WYUDamQ+xaKmmE2s/mh07JmVUGJIyVLWnIXP09kdFI60kU2M6ImpFe9mbif143NeGNn3GZpAYlWywKU0FMTGZfkwFXyIyYWEKZ4vZWwkZUUWZsNiUbgrf88ippXVS9q6rbuKzUbvM4inACp3AOHlxDDe6hDk1ggPAMr/DmPDovzrvzsWgtOPnMMfyB8/kDz0uM8A==</latexit>

h

<latexit sha1_base64="97tE+jp8f0YNpGwgZ0GgKBVew0c=">AAACCXicbZDLSsNAFIYn9VbrLerSzWARXJVEFF1J0Y3LCvYCTSiTyaQdOrkwcyItIVs3voobF4q49Q3c+TZO2yDa+sPAx3/O4cz5vURwBZb1ZZSWlldW18rrlY3Nre0dc3evpeJUUtaksYhlxyOKCR6xJnAQrJNIRkJPsLY3vJ7U2/dMKh5HdzBOmBuSfsQDTgloq2diJ5CEZg6wEWR+nuQ/OMrxJbZwz6xaNWsqvAh2AVVUqNEzPx0/pmnIIqCCKNW1rQTcjEjgVLC84qSKJYQOSZ91NUYkZMrNppfk+Eg7Pg5iqV8EeOr+nshIqNQ49HRnSGCg5msT879aN4Xgws14lKTAIjpbFKQCQ4wnsWCfS0ZBjDUQKrn+K6YDoqMBHV5Fh2DPn7wIrZOafVazbk+r9asijjI6QIfoGNnoHNXRDWqgJqLoAT2hF/RqPBrPxpvxPmstGcXMPvoj4+MbEDyahw==</latexit>

dp

dx
> 0

<latexit sha1_base64="Wc4W6gaD38zCuibGvvW+NOSqBA4=">AAACCXicbZDLSsNAFIYn9VbrLerSzWARXJVEFN0IRTcuK9gLNKFMJpN26OTCzIm0hGzd+CpuXCji1jdw59s4bYNo6w8DH/85hzPn9xLBFVjWl1FaWl5ZXSuvVzY2t7Z3zN29lopTSVmTxiKWHY8oJnjEmsBBsE4iGQk9wdre8HpSb98zqXgc3cE4YW5I+hEPOCWgrZ6JnUASmjnARpD5eZL/4CjHl9jCPbNq1ayp8CLYBVRRoUbP/HT8mKYhi4AKolTXthJwMyKBU8HyipMqlhA6JH3W1RiRkCk3m16S4yPt+DiIpX4R4Kn7eyIjoVLj0NOdIYGBmq9NzP9q3RSCCzfjUZICi+hsUZAKDDGexIJ9LhkFMdZAqOT6r5gOiI4GdHgVHYI9f/IitE5q9lnNuj2t1q+KOMroAB2iY2Sjc1RHN6iBmoiiB/SEXtCr8Wg8G2/G+6y1ZBQz++iPjI9vDrWahg==</latexit>

dp

dx
= 0

<latexit sha1_base64="gr9bHS9hH78Mg0AzglbJJv7lLwQ=">AAACCXicbZDLSsNAFIYn9VbrLerSzWARXJVEFF24KLpxWcFeoAllMpm0QycXZk6kJWTrxldx40IRt76BO9/GaRtEW38Y+PjPOZw5v5cIrsCyvozS0vLK6lp5vbKxubW9Y+7utVScSsqaNBax7HhEMcEj1gQOgnUSyUjoCdb2hteTevueScXj6A7GCXND0o94wCkBbfVM7ASS0MwBNoLMz5P8B0c5vsQW7plVq2ZNhRfBLqCKCjV65qfjxzQNWQRUEKW6tpWAmxEJnAqWV5xUsYTQIemzrsaIhEy52fSSHB9px8dBLPWLAE/d3xMZCZUah57uDAkM1HxtYv5X66YQXLgZj5IUWERni4JUYIjxJBbsc8koiLEGQiXXf8V0QHQ0oMOr6BDs+ZMXoXVSs89q1u1ptX5VxFFGB+gQHSMbnaM6ukEN1EQUPaAn9IJejUfj2Xgz3metJaOY2Ud/ZHx8Aw0umoU=</latexit>

dp

dx
< 0

<latexit sha1_base64="oY32EnExsTip/lBGDJZhBbvBamQ=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSIIQklE0YtQ9OKxgmkLbSyb7bRdutmE3Y1QQn+EFw+KePX3ePPfuG1z0NYHA4/3ZpiZFyaCa+O6387S8srq2npho7i5tb2zW9rbr+s4VQx9FotYNUOqUXCJvuFGYDNRSKNQYCMc3k78xhMqzWP5YEYJBhHtS97jjBorNfzHU3JN3E6p7FbcKcgi8XJShhy1Tumr3Y1ZGqE0TFCtW56bmCCjynAmcFxspxoTyoa0jy1LJY1QB9n03DE5tkqX9GJlSxoyVX9PZDTSehSFtjOiZqDnvYn4n9dKTe8qyLhMUoOSzRb1UkFMTCa/ky5XyIwYWUKZ4vZWwgZUUWZsQkUbgjf/8iKpn1W8i4p7f16u3uRxFOAQjuAEPLiEKtxBDXxgMIRneIU3J3FenHfnY9a65OQzB/AHzucPa3SOTw==</latexit>

U+ = 0

Ecoulement de Couette Ecoulement de Poiseuille

<latexit sha1_base64="gr9bHS9hH78Mg0AzglbJJv7lLwQ=">AAACCXicbZDLSsNAFIYn9VbrLerSzWARXJVEFF24KLpxWcFeoAllMpm0QycXZk6kJWTrxldx40IRt76BO9/GaRtEW38Y+PjPOZw5v5cIrsCyvozS0vLK6lp5vbKxubW9Y+7utVScSsqaNBax7HhEMcEj1gQOgnUSyUjoCdb2hteTevueScXj6A7GCXND0o94wCkBbfVM7ASS0MwBNoLMz5P8B0c5vsQW7plVq2ZNhRfBLqCKCjV65qfjxzQNWQRUEKW6tpWAmxEJnAqWV5xUsYTQIemzrsaIhEy52fSSHB9px8dBLPWLAE/d3xMZCZUah57uDAkM1HxtYv5X66YQXLgZj5IUWERni4JUYIjxJBbsc8koiLEGQiXXf8V0QHQ0oMOr6BDs+ZMXoXVSs89q1u1ptX5VxFFGB+gQHSMbnaM6ukEN1EQUPaAn9IJejUfj2Xgz3metJaOY2Ud/ZHx8Aw0umoU=</latexit>

dp

dx
< 0

Figure 2 – Différents profils de vitesse décrits par l’équation (1).

En régime laminaire établi, l’écoulement est stationnaire, la pression est uniforme selon l’axe x
du canal et varie linéairement avec un gradient de pression dp

dx constant. Le champ de vitesse ne
possède qu’une composante axiale donnée par

u(y) =
1

2µ

dp

dx
y(y − h) +

U+y

h
. (1)



18 Recueil de Problèmes

La figure 2 représente plusieurs profils de vitesse ainsi décrits. L’écoulement de Couette est retrouvé
dans le cas p1 = p2, c’est-à-dire dp

dx = 0. L’écoulement de Poiseuille correspond lui au cas où U+ = 0.

1. Exprimer la vitesse débitante U à partir du profil de vitesse donné. En déduire une condition
pour que le débit de l’écoulement, compté positivement selon x, soit positif.

2. Déterminer l’expression des forces F− et F+ appliquées sur les parois Σ− et Σ+. Vérifier la
cohérence de vos résultats pour les cas limites des écoulements de Couette et Poiseuille.

3. Déterminer les puissances appliquées au fluide Ẇ− et Ẇ+ correspondantes aux efforts sur les
parois Σ− et Σ+.

4. A l’aide d’un bilan d’énergie mécanique, exprimer la puissance dissipée Ėv par les pertes de
charge.

5. Obtenir ce même résultat en passant par la définition de Ėv à partir du champ de vitesse.
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I.9 Etude d’un ressaut hydraulique

Le problème étudié concerne le phénomène de ressaut hydraulique rencontré dans les écoulements
à surface libre : l’écoulement passe d’une vitesse élevée à une vitesse faible subitement tout en
générant une perte de charge par dissipation visqueuse. Les ressauts hydrauliques sont fréquemment
rencontrés dans les cours d’eau et canaux, dans plusieurs applications industriels (voir Fig. 1 a) et
procédés de fabrication ainsi que quotidiennement au fond d’un évier de cuisine (Fig. 1 b).

(a) (b)

Figure 1 – (a) Après un barrage, l’énergie cinétique en excès du fluide est dissipée en générant un
ressaut hydraulique. (b) Ressaut hydraulique dans un évier : après avoir rencontré le
fond de l’évier, l’écoulement s’écoule radialement à haute vitesse puis change soudai-
nement à travers le ressaut avec une élévation importante du niveau d’eau.

On s’intéresse à un dispositif expérimental pour l’étude du phénomène de ressaut hydraulique (voir
Fig. 2).

(0)
<latexit sha1_base64="O5j56gbn7h6UjuE0Ki+IG5zpNgY=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMQL2HXB3oMevEY0TwgWcLsZJIMmZ1dZnqFsOQTvHhQxKtf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7glgKg6777eRWVtfWN/Kbha3tnd294v5Bw0SJZrzOIhnpVkANl0LxOgqUvBVrTsNA8mYwup36zSeujYjUI45j7od0oERfMIpWeii7p91iya24M5Bl4mWkBBlq3eJXpxexJOQKmaTGtD03Rj+lGgWTfFLoJIbHlI3ogLctVTTkxk9np07IiVV6pB9pWwrJTP09kdLQmHEY2M6Q4tAselPxP6+dYP/aT4WKE+SKzRf1E0kwItO/SU9ozlCOLaFMC3srYUOqKUObTsGG4C2+vEwaZxXvvHJ5f1Gq3mRx5OEIjqEMHlxBFe6gBnVgMIBneIU3RzovzrvzMW/NOdnMIfyB8/kDQHqNIA==</latexit>

(2)
<latexit sha1_base64="T0yBzGiS+StZhAnwnIQoFEhELkQ=">AAAB6nicbVA9TwJBEJ3DL8Qv1NJmIzHBhtyhRkuijSVGERK4kL1lDjbs7V1290wI4SfYWGiMrb/Izn/jAlco+JJJXt6bycy8IBFcG9f9dnIrq2vrG/nNwtb2zu5ecf/gUcepYthgsYhVK6AaBZfYMNwIbCUKaRQIbAbDm6nffEKleSwfzChBP6J9yUPOqLHSfbl62i2W3Io7A1kmXkZKkKHeLX51ejFLI5SGCap123MT44+pMpwJnBQ6qcaEsiHtY9tSSSPU/nh26oScWKVHwljZkobM1N8TYxppPYoC2xlRM9CL3lT8z2unJrzyx1wmqUHJ5ovCVBATk+nfpMcVMiNGllCmuL2VsAFVlBmbTsGG4C2+vEweqxXvrHJxd16qXWdx5OEIjqEMHlxCDW6hDg1g0IdneIU3RzgvzrvzMW/NOdnMIfyB8/kDQ4SNIg==</latexit>

r
<latexit sha1_base64="3jDvFS4Q16QPxlneKZgDeC5S9Ug=">AAAB6HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0f6DHoxWMC5gHJEmYnvcmY2dllZlYIS77AiwdFvPpJ3vwbJ8keNLGgoajqprsrSATXxnW/nZXVtfWNzcJWcXtnd2+/dHDY1HGqGDZYLGLVDqhGwSU2DDcC24lCGgUCW8Hobuq3nlBpHssHM07Qj+hA8pAzaqxUV71S2a24M5Bl4uWkDDlqvdJXtx+zNEJpmKBadzw3MX5GleFM4KTYTTUmlI3oADuWShqh9rPZoRNyapU+CWNlSxoyU39PZDTSehwFtjOiZqgXvan4n9dJTXjjZ1wmqUHJ5ovCVBATk+nXpM8VMiPGllCmuL2VsCFVlBmbTdGG4C2+vEya5xXvonJVvyxXb/M4CnAMJ3AGHlxDFe6hBg1ggPAMr/DmPDovzrvzMW9dcfKZI/gD5/MH32WM/Q==</latexit>

(1)
<latexit sha1_base64="J/D3Pyd9WaRVptc1rTLNlVwykUU=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMQL2HXB3oMevEY0TwgWcLsZJIMmZ1dZnqFsOQTvHhQxKtf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7glgKg6777eRWVtfWN/Kbha3tnd294v5Bw0SJZrzOIhnpVkANl0LxOgqUvBVrTsNA8mYwup36zSeujYjUI45j7od0oERfMIpWeih7p91iya24M5Bl4mWkBBlq3eJXpxexJOQKmaTGtD03Rj+lGgWTfFLoJIbHlI3ogLctVTTkxk9np07IiVV6pB9pWwrJTP09kdLQmHEY2M6Q4tAselPxP6+dYP/aT4WKE+SKzRf1E0kwItO/SU9ozlCOLaFMC3srYUOqKUObTsGG4C2+vEwaZxXvvHJ5f1Gq3mRx5OEIjqEMHlxBFe6gBnVgMIBneIU3RzovzrvzMW/NOdnMIfyB8/kDQf+NIQ==</latexit>

<latexit sha1_base64="GX3ccouh+D7vYPGqr9RcPVL+9UA=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0nEoseiF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N0IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4dua3n1BpHstHM0nQj+hQ8pAzaqz0MOp7/XLFrbpzkFXi5aQCORr98ldvELM0QmmYoFp3PTcxfkaV4UzgtNRLNSaUjekQu5ZKGqH2s/mpU3JmlQEJY2VLGjJXf09kNNJ6EgW2M6JmpJe9mfif101NeO1nXCapQckWi8JUEBOT2d9kwBUyIyaWUKa4vZWwEVWUGZtOyYbgLb+8SloXVa9Wde8vK/WbPI4inMApnIMHV1CHO2hAExgM4Rle4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gD0k42U</latexit>

h1

Ressaut 
hydraulique

<latexit sha1_base64="lIY252Ftw+/F0fPjh9u7guRAn4U=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0nEoseiF49V7Ae0oWy2k3bpZhN2N0IJ/QdePCji1X/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4dua3n1BpHstHM0nQj+hQ8pAzaqz00Mv65Ypbdecgq8TLSQVyNPrlr94gZmmE0jBBte56bmL8jCrDmcBpqZdqTCgb0yF2LZU0Qu1n80un5MwqAxLGypY0ZK7+nshopPUkCmxnRM1IL3sz8T+vm5rw2s+4TFKDki0WhakgJiazt8mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNpySDcFbfnmVtC6qXq3q3l9W6jd5HEU4gVM4Bw+uoA530IAmMAjhGV7hzRk7L86787FoLTj5zDH8gfP5A5zWjWk=</latexit>

{
<latexit sha1_base64="Mf2ZDuJ1iObW3CN9daZrABiJ9Wk=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0nEoseiF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N0IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4dua3n1BpHstHM0nQj+hQ8pAzaqz0oPpuv1xxq+4cZJV4OalAjka//NUbxCyNUBomqNZdz02Mn1FlOBM4LfVSjQllYzrErqWSRqj9bH7qlJxZZUDCWNmShszV3xMZjbSeRIHtjKgZ6WVvJv7ndVMTXvsZl0lqULLFojAVxMRk9jcZcIXMiIkllClubyVsRBVlxqZTsiF4yy+vktZF1atV3fvLSv0mj6MIJ3AK5+DBFdThDhrQBAZDeIZXeHOE8+K8Ox+L1oKTzxzDHzifPwJajZ0=</latexit>r0

Figure 2 – Schéma de l’écoulement en sortie du jet jusqu’au ressaut hydraulique

Un jet d’eau (rayon r0) alimenté par une pompe impacte une plaque située au-dessous à une hau-
teur H. Le ressaut hydraulique est positionné en r = rh et la hauteur d’eau juste en amont est
notée h1. On note u1 la vitesse débitante amont correspondant à h1.
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Données pour le point de fonctionnement étudié :
• Rayon du jet d’eau : r0 = 0.5 cm,
• Hauteur depuis la sortie du jet : H = 30 cm,
• Position du ressaut : rh = 6 cm,
• Vitesse juste en amont du ressaut : u1 = 0.5 m/s.
• Hauteur en amont du ressaut : h1 = 2 mm.

Propriétés thermophysiques :
• Densité de l’eau : ρ = 1000 kg/m3,
• Viscosité dynamique de l’eau : µ = 10−3 kg/m/s,
• Tension superficielle de l’eau (interface air/eau) : σ = 0.072 N/m.

Etude du jet

La vitesse au sein du jet est considérée uniforme et ne dépend que de l’axe vertical z.

1. Calculer la vitesse u0 en sortie du jet et le nombre de Reynolds correspondant.

2. Déterminer la pression au sein du jet d’eau au niveau de la section de sortie du jet (0) en prenant
en compte les effets de tension superficielle.

Pour de faible vitesse de jet, celui-ci se met à perler goutte à goutte à cause d’instabilités liées aux

ondes de capillarité. Le nombre de Weber We= ρU2d
σ compare les efforts de tension de surface aux

forces d’inertie.

3. Vérifier que, pour le point de fonctionnement étudié, les perturbations du jet sont négligeables.

Les effets de tension de surface sont négligés dans la suite du problème.

4. Déterminer l’évolution u(z) le long du jet, et en déduire les valeurs de vitesse ub et et rayon rb
au bas du jet juste avant la formation du film mince sur la plaque.

Dimensionnement de la pompe

(0)
<latexit sha1_base64="O5j56gbn7h6UjuE0Ki+IG5zpNgY=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMQL2HXB3oMevEY0TwgWcLsZJIMmZ1dZnqFsOQTvHhQxKtf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7glgKg6777eRWVtfWN/Kbha3tnd294v5Bw0SJZrzOIhnpVkANl0LxOgqUvBVrTsNA8mYwup36zSeujYjUI45j7od0oERfMIpWeii7p91iya24M5Bl4mWkBBlq3eJXpxexJOQKmaTGtD03Rj+lGgWTfFLoJIbHlI3ogLctVTTkxk9np07IiVV6pB9pWwrJTP09kdLQmHEY2M6Q4tAselPxP6+dYP/aT4WKE+SKzRf1E0kwItO/SU9ozlCOLaFMC3srYUOqKUObTsGG4C2+vEwaZxXvvHJ5f1Gq3mRx5OEIjqEMHlxBFe6gBnVgMIBneIU3RzovzrvzMW/NOdnMIfyB8/kDQHqNIA==</latexit>

<latexit sha1_base64="J+81N6pxphE4C8UEW0EYiHjEdig=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMQL2FXFD1GvXiMaB6QLGF2MkmGzM4uM71CWPIJXjwo4tUv8ubfOEn2oIkFDUVVN91dQSyFQdf9dnIrq2vrG/nNwtb2zu5ecf+gYaJEM15nkYx0K6CGS6F4HQVK3oo1p2EgeTMY3U795hPXRkTqEccx90M6UKIvGEUrPZSvT7vFkltxZyDLxMtICTLUusWvTi9iScgVMkmNaXtujH5KNQom+aTQSQyPKRvRAW9bqmjIjZ/OTp2QE6v0SD/SthSSmfp7IqWhMeMwsJ0hxaFZ9Kbif147wf6VnwoVJ8gVmy/qJ5JgRKZ/k57QnKEcW0KZFvZWwoZUU4Y2nYINwVt8eZk0zireRcW9Py9Vb7I48nAEx1AGDy6hCndQgzowGMAzvMKbI50X5935mLfmnGzmEP7A+fwBWV2NLg==</latexit>

(A)
<latexit sha1_base64="L+Q8eyzA0Aj9umXiqZNg0v3Gg68=">AAAB/HicbVBNS8NAEN3Ur1q/oj16WSyCp5KIRS9C1YvHCvYD2hA22027dLMJuxOxhPpXvHhQxKs/xJv/xm2bg7Y+GHi8N8PMvCARXIPjfFuFldW19Y3iZmlre2d3z94/aOk4VZQ1aSxi1QmIZoJL1gQOgnUSxUgUCNYORjdTv/3AlOaxvIdxwryIDCQPOSVgJN8uJ/4VvsQ9YI+Q1XBAlJ74dsWpOjPgZeLmpIJyNHz7q9ePaRoxCVQQrbuuk4CXEQWcCjYp9VLNEkJHZMC6hkoSMe1ls+Mn+NgofRzGypQEPFN/T2Qk0nocBaYzIjDUi95U/M/rphBeeBmXSQpM0vmiMBUYYjxNAve5YhTE2BBCFTe3YjokilAweZVMCO7iy8ukdVp1a1Xn7qxSv87jKKJDdIROkIvOUR3dogZqIorG6Bm9ojfryXqx3q2PeWvBymfK6A+szx+KTZQQ</latexit>

pA = 5 bars

<latexit sha1_base64="pxd0hNdLMmA2uR1eQ+gtEmueH4Q=">AAAB8HicbVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFclRlRdFl047KCfUg7lEx624YmmSHJCGXoV7hxoYhbP8edf2PazkJbDwQO59xD7j1RIrixvv/trayurW9sFraK2zu7e/ulg8OGiVPNsM5iEetWRA0KrrBuuRXYSjRSGQlsRqPbqd98Qm14rB7sOMFQ0oHifc6oddJjpxfbrDnpYrdU9iv+DGSZBDkpQ45at/TlsiyVqCwT1Jh24Cc2zKi2nAmcFDupwYSyER1g21FFJZowmy08IadO6ZF+rN1TlszU34mMSmPGMnKTktqhWfSm4n9eO7X96zDjKkktKjb/qJ8KYmMyvZ70uEZmxdgRyjR3uxI2pJoy6zoquhKCxZOXSeO8ElxW/PuLcvUmr6MAx3ACZxDAFVThDmpQBwYSnuEV3jztvXjv3sd8dMXLM0fwB97nDwgIkI4=</latexit>

Ẇe

<latexit sha1_base64="PcKeIc3ABhTGSfCx9NPV48UvSz8=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0WPRi8cKpi20oWy2k3bpZhN2N0IJ/Q1ePCji1R/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZemAqujet+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genjU0kmmGPosEYnqhFSj4BJ9w43ATqqQxqHAdji+m/ntJ1SaJ/LRTFIMYjqUPOKMGiv5vTAiw3615tbdOcgq8QpSgwLNfvWrN0hYFqM0TFCtu56bmiCnynAmcFrpZRpTysZ0iF1LJY1RB/n82Ck5s8qARImyJQ2Zq78nchprPYlD2xlTM9LL3kz8z+tmJroJci7TzKBki0VRJohJyOxzMuAKmRETSyhT3N5K2IgqyozNp2JD8JZfXiWti7p3VXcfLmuN2yKOMpzAKZyDB9fQgHtogg8MODzDK7w50nlx3p2PRWvJKWaO4Q+czx9QIo5b</latexit>gVanne
Pompe <latexit sha1_base64="h5ZDLXaPER6paHbvySeZFJD+hlQ=">AAAB73icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KokoeizqwWMF+wFtKJvtpF262cTdjVBD/4QXD4p49e9489+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJIJr47rfztLyyuraemGjuLm1vbNb2ttv6DhVDOssFrFqBVSj4BLrhhuBrUQhjQKBzWB4PfGbj6g0j+W9GSXoR7QvecgZNVZqdW5QGEqeuqWyW3GnIIvEy0kZctS6pa9OL2ZphNIwQbVue25i/Iwqw5nAcbGTakwoG9I+ti2VNELtZ9N7x+TYKj0SxsqWNGSq/p7IaKT1KApsZ0TNQM97E/E/r52a8NLPuExSg5LNFoWpICYmk+dJjytkRowsoUxxeythA6ooMzaiog3Bm395kTROK955xb07K1ev8jgKcAhHcAIeXEAVbqEGdWAg4Ble4c15cF6cd+dj1rrk5DMH8AfO5w+Z34+u</latexit>

�z

Figure 3 – Schéma du circuit d’alimentation du jet d’eau. ∆z =2 m est la différence de hauteur
entre le niveau de la vanne et la sortie du jet.

On étudie dans un premier temps le dispositif d’alimentation en eau du jet (voir Fig. 3). L’arrivée
d’eau depuis le circuit principal, à la pression pA = 5 bars, passe par une conduite (longueur L = 20
m, diamètre d = 1 cm, rugosité ε = 0.1 mm) en amont de la pompe. Une vanne de régulation dont
le coefficient de pertes de charge est k = 2.0 est située proche de l’entrée de la conduite. La perte
de charge régulière par frottement générée dans la conduite doit également être comptabilisée. Les
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pertes au sein de la pompe sont caractérisées par le rendement de celle-ci : η = 0.8.

5. Mener les différents calculs intermédiaires pour déterminer la puissance électrique Ẇe de la
pompe.

Conditions de saut à travers le ressaut hydraulique

Le nombre de Froude Fr compare les forces volume sur une colonne de fluide aux forces d’inertie.
On peut montrer que le ressaut hydraulique ne se forme que pour Fr1 > 1, où Fr1 désigne le nombre
de Froude de l’écoulement en amont du ressaut.

6. Exprimer le nombre de Froude et calculer Fr1 en amont du ressaut.

Les conditions de saut à travers le ressaut hydraulique sont déterminées à partir de bilans ma-
croscopiques. En négligeant les effets de courbures suivant la direction azimutale, on considère la
configuration bidimensionnelle schématisée dans la figure 4 où la vitesse est considérée uniforme
dans les sections (1) et (2) de part et d’autre du ressaut.

r

z

⌃b
<latexit sha1_base64="Y3PUugHB3wBZHbmrHw321qe3gnk=">AAAB73icbVDJSgNBEK1xjXGLevTSGARPYcYFPQa9eIxoFkiG0NPpSZr0Mnb3CGHIT3jxoIhXf8ebf2MnmYMmPih4vFdFVb0o4cxY3//2lpZXVtfWCxvFza3tnd3S3n7DqFQTWieKK92KsKGcSVq3zHLaSjTFIuK0GQ1vJn7ziWrDlHywo4SGAvclixnB1kmtzj3rC9yNuqWyX/GnQIskyEkZctS6pa9OT5FUUGkJx8a0Az+xYYa1ZYTTcbGTGppgMsR92nZUYkFNmE3vHaNjp/RQrLQradFU/T2RYWHMSESuU2A7MPPeRPzPa6c2vgozJpPUUklmi+KUI6vQ5HnUY5oSy0eOYKKZuxWRAdaYWBdR0YUQzL+8SBqnleCscnF3Xq5e53EU4BCO4AQCuIQq3EIN6kCAwzO8wpv36L14797HrHXJy2cO4A+8zx/hDY/f</latexit>

⌃t
<latexit sha1_base64="4/+/t8u0aAdG4+vjAMIUMtLGvHQ=">AAAB73icbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYhA8hV0f6DHoxWNE84BkCbOT2WTIzOw60yuEJT/hxYMiXv0db/6Nk2QPmljQUFR1090VJoIb9LxvZ2l5ZXVtvbBR3Nza3tkt7e03TJxqyuo0FrFuhcQwwRWrI0fBWolmRIaCNcPhzcRvPjFteKwecJSwQJK+4hGnBK3U6tzzviRd7JbKXsWbwl0kfk7KkKPWLX11ejFNJVNIBTGm7XsJBhnRyKlg42InNSwhdEj6rG2pIpKZIJveO3aPrdJzo1jbUuhO1d8TGZHGjGRoOyXBgZn3JuJ/XjvF6CrIuEpSZIrOFkWpcDF2J8+7Pa4ZRTGyhFDN7a0uHRBNKNqIijYEf/7lRdI4rfhnlYu783L1Oo+jAIdwBCfgwyVU4RZqUAcKAp7hFd6cR+fFeXc+Zq1LTj5zAH/gfP4A/FWP8Q==</latexit>

<latexit sha1_base64="YDO72l+zqeaHnrrtzcuHl89DVK8=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSLUS0lE0WPRi8eK9gPaUDbbSbt0swm7G6GE/gQvHhTx6i/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSATXxnW/nZXVtfWNzcJWcXtnd2+/dHDY1HGqGDZYLGLVDqhGwSU2DDcC24lCGgUCW8Hoduq3nlBpHstHM07Qj+hA8pAzaqz0UPHOeqWyW3VnIMvEy0kZctR7pa9uP2ZphNIwQbXueG5i/Iwqw5nASbGbakwoG9EBdiyVNELtZ7NTJ+TUKn0SxsqWNGSm/p7IaKT1OApsZ0TNUC96U/E/r5Oa8NrPuExSg5LNF4WpICYm079JnytkRowtoUxxeythQ6ooMzadog3BW3x5mTTPq95l1b2/KNdu8jgKcAwnUAEPrqAGd1CHBjAYwDO8wpsjnBfn3fmYt644+cwR/IHz+QNBDY0e</latexit>

(1)

<latexit sha1_base64="kyNJErkmn8WJ0F8W90YgWLhYDRM=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoMQL2E3KHoMevEY0TwgWcLspDcZMju7zMwKIeQTvHhQxKtf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGtzO/9YRK81g+mnGCfkQHkoecUWOlh3L1vFcsuRV3DrJKvIyUIEO9V/zq9mOWRigNE1Trjucmxp9QZTgTOC10U40JZSM6wI6lkkao/cn81Ck5s0qfhLGyJQ2Zq78nJjTSehwFtjOiZqiXvZn4n9dJTXjtT7hMUoOSLRaFqSAmJrO/SZ8rZEaMLaFMcXsrYUOqKDM2nYINwVt+eZU0qxXvsuLeX5RqN1kceTiBUyiDB1dQgzuoQwMYDOAZXuHNEc6L8+58LFpzTjZzDH/gfP4AQpKNHw==</latexit>

(2)

<latexit sha1_base64="hJm81+7EYHMqwJxCNoZySULz3Zk=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0nEoseiF48V7Qe0oWy2m3bpZhN2J0IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekEhh0HW/ncLa+sbmVnG7tLO7t39QPjxqmTjVjDdZLGPdCajhUijeRIGSdxLNaRRI3g7GtzO//cS1EbF6xEnC/YgOlQgFo2ilh7Tv9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSiCtkkhrT9dwE/YxqFEzyaamXGp5QNqZD3rVU0YgbP5ufOiVnVhmQMNa2FJK5+nsio5ExkyiwnRHFkVn2ZuJ/XjfF8NrPhEpS5IotFoWpJBiT2d9kIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoU2nZEPwll9eJa2LqleruveXlfpNHkcRTuAUzsGDK6jDHTSgCQyG8Ayv8OZI58V5dz4WrQUnnzmGP3A+fwAIcI2h</latexit>u1

<latexit sha1_base64="Hxp74itTKAFXm8+Wws+OeMeXp98=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mKoseiF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N0IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4dua3n1BpHstHM0nQj+hQ8pAzaqz0kPZr/XLFrbpzkFXi5aQCORr98ldvELM0QmmYoFp3PTcxfkaV4UzgtNRLNSaUjekQu5ZKGqH2s/mpU3JmlQEJY2VLGjJXf09kNNJ6EgW2M6JmpJe9mfif101NeO1nXCapQckWi8JUEBOT2d9kwBUyIyaWUKa4vZWwEVWUGZtOyYbgLb+8Slq1qndZde8vKvWbPI4inMApnIMHV1CHO2hAExgM4Rle4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gAJ9I2i</latexit>u2

<latexit sha1_base64="GX3ccouh+D7vYPGqr9RcPVL+9UA=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0nEoseiF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N0IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4dua3n1BpHstHM0nQj+hQ8pAzaqz0MOp7/XLFrbpzkFXi5aQCORr98ldvELM0QmmYoFp3PTcxfkaV4UzgtNRLNSaUjekQu5ZKGqH2s/mpU3JmlQEJY2VLGjJXf09kNNJ6EgW2M6JmpJe9mfif101NeO1nXCapQckWi8JUEBOT2d9kwBUyIyaWUKa4vZWwEVWUGZtOyYbgLb+8SloXVa9Wde8vK/WbPI4inMApnIMHV1CHO2hAExgM4Rle4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gD0k42U</latexit>

h1

<latexit sha1_base64="33n7D0jajnhlnZOSSauJ8MrolXM=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mKoseiF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N0IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4dua3n1BpHstHM0nQj+hQ8pAzaqz0MOrX+uWKW3XnIKvEy0kFcjT65a/eIGZphNIwQbXuem5i/Iwqw5nAaamXakwoG9Mhdi2VNELtZ/NTp+TMKgMSxsqWNGSu/p7IaKT1JApsZ0TNSC97M/E/r5ua8NrPuExSg5ItFoWpICYms7/JgCtkRkwsoUxxeythI6ooMzadkg3BW355lbRqVe+y6t5fVOo3eRxFOIFTOAcPrqAOd9CAJjAYwjO8wpsjnBfn3flYtBacfOYY/sD5/AH2F42V</latexit>

h2

Figure 4 – Schéma du ressaut hydraulique. Σb : surface solide au fond. Σt : interface liquide-
atmosphère.

7. Simplifier les expressions des bilans macroscopiques de masse et de quantité de mouvement entre
les sections (1) et (2).

8. En posant l’inconnue X = h2
h1

, établir une équation pour X paramétrée par Fr1. En déduire la

solution h2
h1

correspondant au ressaut et exprimer Fr2 en fonction Fr1.

On peut montrer à partir de ce résultat que le bilan d’énergie mécanique à travers le ressaut donne
une perte de charge singulière correspondant à

es = g
(h2 − h1)3

4h2h1
.

La contrainte physique ev > 0 pour respecter le second principe de la thermodynamique impose
h2 > h1. Le ressaut ne peut donc exister que pour Fr1 > 1 : l’écoulement amont doit être super-
critique, c’est à dire sa vitesse est plus grande que

√
gh1, vitesse de propagation des ondes dans
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l’écoulement à surface libre. L’écoulement en aval est lui sous-critique : Fr2 < 1.

Il existe une grande analogie entre les écoulements à surface libre et les écoulements compressibles
pouvant présenter, de manière similaire, des ondes de chocs lorsque la vitesse est supersonique.
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I.10 Bilans macroscopiques d’entropie et de vorticité

I. Bilan macroscopique d’entropie

L’équation de transport d’entropie obtenue à partir du bilan local d’enthalpie (Tds = dh − dp/ρ)
est

ρT
Ds

Dt
= τij

∂ui
∂xj
− ∂qi
∂xi

.

Une expression équivalente est la suivante :

ρ
Ds

Dt
=

1

T
τij
∂ui
∂xj
− 1

T 2
qi
∂T

∂xi
− ∂

∂xi

(qi
T

)
.

I.1 Ecrire le bilan macroscopique d’entropie sur un volume de contrôle fixe V de surface notée A
et identifier le second principe de la thermodynamique.

II. Bilan macroscopique de vorticité

Le vecteur vorticité est le rotationnel du champ de vitesse :

ω = ∇× v ou en notations indicielles ωi = εijk
∂vk
∂xj

On rappel quelques propriétés mathématiques
• Théorème de Stokes :

∮
C v · dl =

∫
Aω · ndA

• (v ·∇)v = ∇
(
|v|2

2

)
+ ω × v

La première relation permet de relier la circulation d’un champ de vitesse sur un contour fermé
Γ =

∮
C v · t dl à une intégrale surfacique du champ de vorticité.

II.1 Montrer que la vorticité est régie par l’équation de transport donnée ci-dessous pour un fluide
de densité constante. Les forces de volumes sont considérées uniformes (exemple : gravité).

ρ
Dω

Dt
= ρω ·∇v + µ∇2ω

L’identité mathématique suivante entre deux vecteurs sera utile :

∇× (a× b) = a(∇ · b)− b(∇ · a) + (b ·∇)a− (a ·∇)b

II.2 Montrer que pour un écoulement bidimensionnel non-visqueux, l’intégrale du champ de vorti-
cité sur une volume de contrôle matériel est constante.

Ce résultat montre que la circulation Γ du champ de vitesse sur un contour matériel est également
conservée dans ces conditions. On peut montrer qu’il se généralise en 3D : c’est le théorème de
Kelvin.
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I.11 Bilan macroscopique sur un champ inhomogène

Nous allons ici utiliser des bilans macroscopiques sur des champs de vitesses et de pression réalistes
car non-nécessairement uniformes au niveau des section définissant le volume de contrôle considéré.
Les résultats sont donc obtenus numériquement à partir de tableaux de données numériques pour
u(x, y), v(x, y) et p(x, y) données sur un maillage, ici structuré, (xi, yj). Les tableaux de valeurs
correspondantes uij , vij et pij sont à récupérer sur le site en ligne du cours :

• Fichier de données Fields.mat pour Matlab. Fichier source de démarrage Bilan macro.xlmf
• Fichier de données Fields.mat également pour Python. Fichier source de démarrage Bi-

lan macro.ipynb sous notebook Jupyter.
L’écoulement 2D plan étudié est un écoulement face à une paroi (champs issus d’un précédent TD).
Il est représenté ci-dessous.

0 1 2 3 4 5
x 10-3

0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

y

Lignes de courantT
<latexit sha1_base64="ng2CxYv0EW+MD0vVr0nr0w5DKTc=">AAAB6HicbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiRWfOyKbly20Be0oUymk3bsZBJmJkIJ/QI3LhRx6ye582+cpEHUeuDC4Zx7ufceL+JMadv+tAorq2vrG8XN0tb2zu5eef+go8JYEtomIQ9lz8OKciZoWzPNaS+SFAcep11vepv63QcqFQtFS88i6gZ4LJjPCNZGaraG5YpdtTOgZeLkpAI5GsPyx2AUkjigQhOOleo7dqTdBEvNCKfz0iBWNMJkise0b6jAAVVukh06RydGGSE/lKaERpn6cyLBgVKzwDOdAdYT9ddLxf+8fqz9KzdhIoo1FWSxyI850iFKv0YjJinRfGYIJpKZWxGZYImJNtmUshCuU1x8v7xMOmdVp1atNc8r9Zs8jiIcwTGcggOXUIc7aEAbCFB4hGd4se6tJ+vVelu0Fqx85hB+wXr/AshxjQ8=</latexit>

B
<latexit sha1_base64="6BxmMO3cP1YJZDjeVT1E8rG72Zg=">AAAB6HicbVDLSsNAFJ3UV62vqks3g0VwVRIrPnalbly2YB/QhjKZ3rRjJ5MwMxFK6Be4caGIWz/JnX/jJA2i1gMXDufcy733eBFnStv2p1VYWV1b3yhulra2d3b3yvsHHRXGkkKbhjyUPY8o4ExAWzPNoRdJIIHHoetNb1K/+wBSsVDc6VkEbkDGgvmMEm2kVmNYrthVOwNeJk5OKihHc1j+GIxCGgcgNOVEqb5jR9pNiNSMcpiXBrGCiNApGUPfUEECUG6SHTrHJ0YZYT+UpoTGmfpzIiGBUrPAM50B0RP110vF/7x+rP0rN2EiijUIuljkxxzrEKdf4xGTQDWfGUKoZOZWTCdEEqpNNqUshOsUF98vL5POWdWpVWut80q9kcdRREfoGJ0iB12iOrpFTdRGFAF6RM/oxbq3nqxX623RWrDymUP0C9b7F60pjP0=</latexit>

L
<latexit sha1_base64="S6ysFFEkihrjS46Sy/tvvdjeyRo=">AAAB6HicbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiRWfOyKbly4aME+oA1lMp20YyeTMDMRSugXuHGhiFs/yZ1/4yQNotYDFw7n3Mu993gRZ0rb9qdVWFpeWV0rrpc2Nre2d8q7e20VxpLQFgl5KLseVpQzQVuaaU67kaQ48DjteJPr1O88UKlYKO70NKJugEeC+YxgbaTm7aBcsat2BrRInJxUIEdjUP7oD0MSB1RowrFSPceOtJtgqRnhdFbqx4pGmEzwiPYMFTigyk2yQ2foyChD5IfSlNAoU39OJDhQahp4pjPAeqz+eqn4n9eLtX/hJkxEsaaCzBf5MUc6ROnXaMgkJZpPDcFEMnMrImMsMdEmm1IWwmWKs++XF0n7pOrUqrXmaaV+lcdRhAM4hGNw4BzqcAMNaAEBCo/wDC/WvfVkvVpv89aClc/swy9Y71+8UY0H</latexit> R

<latexit sha1_base64="RhhZazRsPI2tfE7RXtv/mwLidKg=">AAAB6HicbVDLSsNAFJ3UV62vqks3g0VwVRIrPnZFNy5bsQ9oQ5lMb9qxk0mYmQgl9AvcuFDErZ/kzr9xkgZR64ELh3Pu5d57vIgzpW370yosLa+srhXXSxubW9s75d29tgpjSaFFQx7KrkcUcCagpZnm0I0kkMDj0PEm16nfeQCpWCju9DQCNyAjwXxGiTZS83ZQrthVOwNeJE5OKihHY1D+6A9DGgcgNOVEqZ5jR9pNiNSMcpiV+rGCiNAJGUHPUEECUG6SHTrDR0YZYj+UpoTGmfpzIiGBUtPAM50B0WP110vF/7xerP0LN2EiijUIOl/kxxzrEKdf4yGTQDWfGkKoZOZWTMdEEqpNNqUshMsUZ98vL5L2SdWpVWvN00r9Ko+jiA7QITpGDjpHdXSDGqiFKAL0iJ7Ri3VvPVmv1tu8tWDlM/voF6z3L8VpjQ0=</latexit>

nR
<latexit sha1_base64="ZkeUhwaY038nfSiHKyBzsMef8P8=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiRWfOyKblxWsQ9oQplMJ+3QySTMTIQS+htuXCji1p9x5984SYOo9cDA4Zx7uWeOH3OmtG1/WqWl5ZXVtfJ6ZWNza3unurvXUVEiCW2TiEey52NFORO0rZnmtBdLikOf064/uc787gOVikXiXk9j6oV4JFjACNZGct0Q67EfpGI2uBtUa3bdzoEWiVOQGhRoDaof7jAiSUiFJhwr1XfsWHsplpoRTmcVN1E0xmSCR7RvqMAhVV6aZ56hI6MMURBJ84RGufpzI8WhUtPQN5NZRvXXy8T/vH6igwsvZSJONBVkfihIONIRygpAQyYp0XxqCCaSmayIjLHERJuaKnkJlxnOvr+8SDondadRb9ye1ppXRR1lOIBDOAYHzqEJN9CCNhCI4RGe4cVKrCfr1Xqbj5asYmcffsF6/wJl5pIO</latexit>nL

<latexit sha1_base64="zRuP015EyJ736p6L5i6E1iI5Wco=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiRWfOyKbly4qGAf0IQymU7aoZNJmJkIJfQ33LhQxK0/486/cZIGUeuBgcM593LPHD/mTGnb/rRKS8srq2vl9crG5tb2TnV3r6OiRBLaJhGPZM/HinImaFszzWkvlhSHPqddf3Kd+d0HKhWLxL2extQL8UiwgBGsjeS6IdZjP0jFbHA7qNbsup0DLRKnIDUo0BpUP9xhRJKQCk04Vqrv2LH2Uiw1I5zOKm6iaIzJBI9o31CBQ6q8NM88Q0dGGaIgkuYJjXL150aKQ6WmoW8ms4zqr5eJ/3n9RAcXXspEnGgqyPxQkHCkI5QVgIZMUqL51BBMJDNZERljiYk2NVXyEi4znH1/eZF0TupOo964O601r4o6ynAAh3AMDpxDE26gBW0gEMMjPMOLlVhP1qv1Nh8tWcXOPvyC9f4FXM6SCA==</latexit>

nT
<latexit sha1_base64="TCoa9+MP9NIrrGzrsxZ9v3nSYic=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiRWfOyKblxW6AuaUCbTSTt0MgkzE6GE/oYbF4q49Wfc+TdO0iBqPTBwOOde7pnjx5wpbdufVmlldW19o7xZ2dre2d2r7h90VZRIQjsk4pHs+1hRzgTtaKY57ceS4tDntOdPbzO/90ClYpFo61lMvRCPBQsYwdpIrhtiPfGDVMyH7WG1ZtftHGiZOAWpQYHWsPrhjiKShFRowrFSA8eOtZdiqRnhdF5xE0VjTKZ4TAeGChxS5aV55jk6McoIBZE0T2iUqz83UhwqNQt9M5llVH+9TPzPGyQ6uPJSJuJEU0EWh4KEIx2hrAA0YpISzWeGYCKZyYrIBEtMtKmpkpdwneHi+8vLpHtWdxr1xv15rXlT1FGGIziGU3DgEppwBy3oAIEYHuEZXqzEerJerbfFaMkqdg7hF6z3L2jukhA=</latexit>

nB
<latexit sha1_base64="o3DQ+QFfHBRerDLdWsXuga47z34=">AAAB83icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiRWfOxK3bisYB/QhDKZTtqhk0mYmQgl9DfcuFDErT/jzr9xkgZR64GBwzn3cs8cP+ZMadv+tEorq2vrG+XNytb2zu5edf+gq6JEEtohEY9k38eKciZoRzPNaT+WFIc+pz1/epP5vQcqFYvEvZ7F1AvxWLCAEayN5Loh1hM/SMV82BpWa3bdzoGWiVOQGhRoD6sf7igiSUiFJhwrNXDsWHsplpoRTucVN1E0xmSKx3RgqMAhVV6aZ56jE6OMUBBJ84RGufpzI8WhUrPQN5NZRvXXy8T/vEGigysvZSJONBVkcShIONIRygpAIyYp0XxmCCaSmayITLDERJuaKnkJ1xkuvr+8TLpndadRb9yd15qtoo4yHMExnIIDl9CEW2hDBwjE8AjP8GIl1pP1ar0tRktWsXMIv2C9fwFNppH+</latexit>

x
<latexit sha1_base64="WBQ6po/p5LK1PKuvRDf0H0/wKrM=">AAAB6HicbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiRWfOyKbly2YB/QhjKZTtqxk0mYmYgl9AvcuFDErZ/kzr9xkgZR64ELh3Pu5d57vIgzpW370yosLa+srhXXSxubW9s75d29tgpjSWiLhDyUXQ8rypmgLc00p91IUhx4nHa8yXXqd+6pVCwUt3oaUTfAI8F8RrA2UvNhUK7YVTsDWiROTiqQozEof/SHIYkDKjThWKmeY0faTbDUjHA6K/VjRSNMJnhEe4YKHFDlJtmhM3RklCHyQ2lKaJSpPycSHCg1DTzTGWA9Vn+9VPzP68Xav3ATJqJYU0Hmi/yYIx2i9Gs0ZJISzaeGYCKZuRWRMZaYaJNNKQvhMsXZ98uLpH1SdWrVWvO0Ur/K4yjCARzCMThwDnW4gQa0gACFR3iGF+vOerJerbd5a8HKZ/bhF6z3L/8BjTM=</latexit>

y
<latexit sha1_base64="NZ6boFnOmWjw9jRHpv0m4i6agHw=">AAAB6HicbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiQqPnZFNy5bsA9oQ5lMJ+3YySTMTIQQ+gVuXCji1k9y5984SYOo9cCFwzn3cu89XsSZ0rb9aZWWlldW18rrlY3Nre2d6u5eR4WxJLRNQh7KnocV5UzQtmaa014kKQ48Trve9Cbzuw9UKhaKO51E1A3wWDCfEayN1EqG1Zpdt3OgReIUpAYFmsPqx2AUkjigQhOOleo7dqTdFEvNCKezyiBWNMJkise0b6jAAVVumh86Q0dGGSE/lKaERrn6cyLFgVJJ4JnOAOuJ+utl4n9eP9b+pZsyEcWaCjJf5Mcc6RBlX6MRk5RonhiCiWTmVkQmWGKiTTaVPISrDOffLy+SzkndOa2fts5qjesijjIcwCEcgwMX0IBbaEIbCFB4hGd4se6tJ+vVepu3lqxiZh9+wXr/AgCUjTQ=</latexit>

Figure 1 – Ecoulement face à une paroi. Le volume de contrôle est défini par les faces hautes (T ),
basses (B), gauche (L) et droite (R). Les vecteurs unitaires pointant vers l’extérieur
du domaine fluide ainsi défini sont notée nT , nB, nL et nR.

La face de gauche est un axe de symétrie : u = 0 et ∂·
∂x = 0 en L. La paroi basse est un mur : u = 0

et v = 0 en B. L’écoulement s’écoule depuis l’entrée sur la face haute (T ) vers la sortie au niveau
de la face droite (R). Le domaine est de taille Lx × Ly avec Lx = Ly = 1 cm. L’écoulement est
stationnaire et de densité et viscosité dynamique constantes : ρ = 103 kg/m3 et µ = 10−1 kg/m/s.
Les forces de volume ne sont pas considérées.

Sans faire d’avantage d’hypothèses ou simplifications, nous allons considérer plusieurs bilans ma-
croscopiques sur les champs de vitesse et pression inhomogènes correspondants. Les bilans sont
intégrés sur le domaine défini à la figure 1 et suivant une direction transverse z d’extension b = 1
m.

La fonction trapz sous Matlab/Python permet de calculer des intégrales 1D par la méthode des
trapèzes.
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Bilan macroscopique de masse

1. Vérifier que le bilan macroscopique de masse est respecté dans les champs fournis.

Bilan macroscopique de quantité de mouvement

2. Déterminer les composantes Fx et Fy de la force appliquée par le fluide sur la paroi B.

3. Vérifier qu’un bilan macroscopique de quantité de mouvement permet de retrouver Fx et Fy à
partir d’informations sur les autres frontières du domaine T , L et R.

Bilan d’énergie mécanique

4. Déterminer la puissance dissipée par les effets visqueux Ėv =
∫
V φ̂ dV où φ̂ est le terme de

dissipation visqueuse apparaissant dans le bilan local d’énergie cinétique.

5. A partir d’un bilan macroscopique d’énergie cinétique, c’est-à-dire le bilan d’énergie mécanique,
retrouver différemment la valeur de Ėv à partir d’informations sur les frontières du domaine.
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I.12 Ressources de calcul pour une simulation directe

Les écoulements turbulents peuvent être simulés avec différents niveaux de précision selon les besoins
et la puissance de calcul disponible. La simulation RANS, pour Reynolds Average Navier-Stokes si-
mulation, est basée sur un traitement statistique des équations de la mécanique des fluides. Elle est
maintenant largement répandue dans l’industrie et permet d’accéder à un ensemble de grandeurs
moyennes pour des écoulements stationnaires (en moyenne) dans des géométries complexes avec
un coût informatique relativement modéré. La simulation numérique directe (DNS), pour Direct
Numerical Simulation est un outil plus puissant qui permet d’accéder à chaque instant à la totalité
de l’information contenue dans l’écoulement instationnaire simulé, car l’ensemble des échelles tur-
bulentes de l’écoulement sont résolues. Ce genre de simulation n’est encore possible que dans des
situations idéalisées pour des géométries simples et des nombres de Reynolds modérés.

On se propose d’estimer la capacité mémoire qui serait nécessaire pour la simulation d’un jet turbu-
lent à grande vitesse issu d’un turboréacteur. Pour cela, il est faut évaluer les échelles et les temps
caractéristiques de la zone de turbulence développée du jet libre d’air vicié issu du turboréacteur
(Figure ??). Dans cette région la vitesse axiale sur l’axe du jet est U = 220 m s−1. L’épaisseur
caractéristique de ce jet est L = 0.5 m. Le niveau de turbulence est caractérisé par des fluctuations
de vitesse typiques ue/U = 0.15. La température locale sur l’axe est T = 400 K et la pression est
p = 1 bar. La viscosité dynamique est dans ces conditions µ = 2.286 10−5 kg m−1 s−1. L’air sera
assimilé à un gaz parfait de constante r = 287 J kg−1 K−1.

x

U

L

Tuyère

Zone développée

Figure 1 – Schéma de la zone de turbulence développée d’un jet turbulent libre.

I. Estimation des échelles

I.1 Déterminer la masse volumique ρ de l’air dans les conditions qui règnent sur l’axe. Calculer
la viscosité cinématique ν dans ces conditions et le nombre de Reynolds ReL dans la zone de
turbulence développée du jet.

I.2 Estimer la taille caractéristique `e des grands tourbillons.

I.3 Estimer la taille `K des tourbillons dissipatifs, c’est-à-dire les échelles de Kolmogorov.

Utiliser la loi des gazs parfaits
nu = 2.6E-5 rho = 0.871

Utiliser l'égalité des temps caractéristiques entre l'écoulement moyen et les grandes échelles : l_e = 7.5 cm

l_K = 14 µm
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I.4 Déterminer les vitesses et les temps caractéristiques correspondant aux grandes échelles et aux
échelles de Kolmogorov.

II. Simulation directe (DNS) complète de l’écoulement

On souhaite réaliser une simulation directe de cet écoulement dans un domaine de calcul de volume
V = L3. Ce domaine continu est discrétisé en cellules élémentaires régulièrement espacées (des
cubes) dont les sommets correspondent à des noeuds d’un maillage pour lesquels les variables de
l’écoulement sont évaluées à chaque pas de temps de la simulation. La solution est alors approchée
par un ensemble de valeurs discrètes aux noeuds du maillage à chaque pas de temps. On admet
que la zone d’influence d’un tourbillon doit être distribuée au moins sur n noeuds du maillage dans
chacune des directions de l’espace pour résoudre correctement son évolution. La valeur de n dépend
de la méthode numérique utilisée. Dans la plupart des cas n varie de 3 à 5. On supposera ici n = 4.

II.1 Estimer le nombre N de cellules élémentaires du domaine de calcul nécessaires pour réaliser
une simulation directe sur le volume V . Exprimer ce nombre en fonction du nombre de Reynolds
Re`e .

II.2 En déduire la capacité mémoire qui serait nécessaire à chaque pas de temps pour stocker
l’information sur un domaine de calcul de volume V = L3. On supposera que l’ensemble des
variables de l’écoulement stockées pour 1000 cellules occupent un espace mémoire de 10 Ko.

Figure 2 – Jet d’Helium (He) à grande vitesse dans un mélange Azote/Argon (N2/Ar).
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I.13 Instabilité d’interfaces

On étudie les instabilités possibles au niveau d’une interface entre deux écoulements uniformes
de densité possiblement différentes. Pour cela, on parcourt les différentes étapes de l’analyse de
stabilité.

A. Définition de l’écoulement de base
——————————————————————————————————————————–
L’écoulement n◦2 pour y > 0 est caractérisé par la vitesse U2, la densité ρ2, le champ de pression
p2 spécifié par la loi de l’hydrostatique. Des grandeurs similaires sont définies pour l’écoulement
n◦1 (voir Fig. 1).

Ecoulement de base 1

Etape #1

2

1

⇢2, U2, p2 = p0 � ⇢2gy, �2 = U2x
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incompressible, uniforme (=> irrotationnel)

Figure 1 – Schéma de l’écoulement de base étudié

L’écoulement de base est incompressible et uniforme par région. Il est donc aussi irrotationnel par
région.

1. Déterminer les champs potentiels φ1 et φ2 associés aux champs de vitesse dans chaque zone.

B. Ajout de perturbation et linéarisation
——————————————————————————————————————————–
Le champ perturbé dans chaque zone est décrit comme

ui = ui + u′i où ui = Ui

vi = vi + v′i où vi = 0

pi = pi + p′i

pour chaque zone i = 1 ou 2. Les perturbations doivent être amorties au loin pour être acceptables
physiquement :

u′1(x, y = −∞) = 0 ; v′1(x, y = −∞) = 0

u′2(x, y = +∞) = 0 ; v′2(x, y = +∞) = 0

On note η(x, t) la hauteur de l’interface (voir Fig. 2) séparant les deux régions à un instant ultérieur.

En l’absence de vorticité dans chaque région initialement, on peut rechercher une solution des
champs perturbés à partir de l’hypothèse d’écoulements potentiels.

2. Déterminer l’équation suivie par les perturbations de champs potentiels φ′1 et φ′2.

3. Quelles relations relient les champs perturbés de part et d’autre de l’interface ?

4. Simplifier ces relations pour de petites perturbations.
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Equations des perturbations 2

Etape #2, #3, #4

2

1

x
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<latexit sha1_base64="Drly9pAkGxUE80c5xCS94SvTYpo=">AAAB6HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0f6DHoxWMC5gHJEmYnvcmY2dllZlYIS77AiwdFvPpJ3vwbJ8keNLGgoajqprsrSATXxnW/nZXVtfWNzcJWcXtnd2+/dHDY1HGqGDZYLGLVDqhGwSU2DDcC24lCGgUCW8Hobuq3nlBpHssHM07Qj+hA8pAzaqxUH/dKZbfizkCWiZeTMuSo9Upf3X7M0gilYYJq3fHcxPgZVYYzgZNiN9WYUDaiA+xYKmmE2s9mh07IqVX6JIyVLWnITP09kdFI63EU2M6ImqFe9Kbif14nNeGNn3GZpAYlmy8KU0FMTKZfkz5XyIwYW0KZ4vZWwoZUUWZsNkUbgrf48jJpnle8i8pV/bJcvc3jKMAxnMAZeHANVbiHGjSAAcIzvMKb8+i8OO/Ox7x1xclnjuAPnM8f6gGNBA==</latexit>

⌘
<latexit sha1_base64="df6cZNHRkalpeAE9zs/y/TjMQHM=">AAAB63icbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69BIvgqSR+oMeiF48VrC20oWy2k3bp7ibsToQS+he8eFDEq3/Im//GTZuDtj4YeLw3w8y8MBHcoOd9O6WV1bX1jfJmZWt7Z3evun/waOJUM2ixWMS6E1IDgitoIUcBnUQDlaGAdji+zf32E2jDY/WAkwQCSYeKR5xRzKUeIO1Xa17dm8FdJn5BaqRAs1/96g1ilkpQyAQ1put7CQYZ1ciZgGmllxpIKBvTIXQtVVSCCbLZrVP3xCoDN4q1LYXuTP09kVFpzESGtlNSHJlFLxf/87opRtdBxlWSIig2XxSlwsXYzR93B1wDQzGxhDLN7a0uG1FNGdp4KjYEf/HlZfJ4VvfP65f3F7XGTRFHmRyRY3JKfHJFGuSONEmLMDIiz+SVvDnSeXHenY95a8kpZg7JHzifPwsmjj8=</latexit>

Perturbations 2D

u1 = U1 + u0
1

<latexit sha1_base64="YfYy7Z+Av80FKatSMg5N6KKYh3A=">AAAB+XicbZDLSsNAFIZPvNZ6i7p0M1hEQSiJF3QjFN24rGDaQhvCZDpph04mYWZSKKFv4saFIm59E3e+jdM2C209MMPH/5/DnPnDlDOlHefbWlpeWV1bL22UN7e2d3btvf2GSjJJqEcSnshWiBXlTFBPM81pK5UUxyGnzXBwP/GbQyoVS8STHqXUj3FPsIgRrI0U2HYWuOgWeeZGZ4ZPArviVJ1poUVwC6hAUfXA/up0E5LFVGjCsVJt10m1n2OpGeF0XO5kiqaYDHCPtg0KHFPl59PNx+jYKF0UJdIcodFU/T2R41ipURyazhjrvpr3JuJ/XjvT0Y2fM5FmmgoyeyjKONIJmsSAukxSovnIACaSmV0R6WOJiTZhlU0I7vyXF6FxXnUvqlePl5XaXRFHCQ7hCE7BhWuowQPUwQMCQ3iGV3izcuvFerc+Zq1LVjFzAH/K+vwBAa2RUA==</latexit>

v1 = v01
<latexit sha1_base64="ktzOJbZKlimde8OteEA0m/S0EIg=">AAAB8XicbVDJSgNBEK1xjXGLevTSGERPYcYFvQhBLx4jmAWTIfR0apImPT1Dd08gDPkLLx4U8erfePNv7CwHTXzQzeO9KqrqBYng2rjut7O0vLK6tp7byG9ube/sFvb2azpOFcMqi0WsGgHVKLjEquFGYCNRSKNAYD3o3439+gCV5rF8NMME/Yh2JQ85o8ZKT4O2R26I/U/ahaJbcicgi8SbkSLMUGkXvlqdmKURSsME1brpuYnxM6oMZwJH+VaqMaGsT7vYtFTSCLWfTTYekWOrdEgYK/ukIRP1d0dGI62HUWArI2p6et4bi/95zdSE137GZZIalGw6KEwFMTEZn086XCEzYmgJZYrbXQnrUUWZsSHlbQje/MmLpHZW8s5Llw8XxfLtLI4cHMIRnIIHV1CGe6hAFRhIeIZXeHO08+K8Ox/T0iVn1nMAf+B8/gCfK4+V</latexit>

p1 = p1 + p01
<latexit sha1_base64="75tnvagZSRXyHWcc3s7xckc1N90=">AAACBHicbVBLSwMxGMz6rPW16rGXYBEFoez6QC9C0YvHCvYB7bJk07QNzSYhyQpl6cGLf8WLB0W8+iO8+W/MtnvQ1oHAMDNfkm8iyag2nvftLCwuLa+sFtaK6xubW9vuzm5Di0RhUseCCdWKkCaMclI31DDSkoqgOGKkGQ1vMr/5QJSmgt+bkSRBjPqc9ihGxkqhW5KhD69gR9hQdkcqx1Y4hlY+DN2yV/EmgPPEz0kZ5KiF7lenK3ASE24wQ1q3fU+aIEXKUMzIuNhJNJEID1GftC3lKCY6SCdLjOGBVbqwJ5Q93MCJ+nsiRbHWoziyyRiZgZ71MvE/r52Y3mWQUi4TQziePtRLGDQCZo3ALlUEGzayBGFF7V8hHiCFsLG9FW0J/uzK86RxUvFPK+d3Z+XqdV5HAZTAPjgCPrgAVXALaqAOMHgEz+AVvDlPzovz7nxMowtOPrMH/sD5/AEyxJaH</latexit>

�1 = �1 + �01
<latexit sha1_base64="Bcex4p4Slvu46rhYA01B7czQHWU=">AAACDXicbVBLSwMxGMzWV62vVY9eglUUhLLrA70IRS8eK9gHdJclm2bb0GyyJFmhLP0DXvwrXjwo4tW7N/+N2XYPWh0IDDPzJfkmTBhV2nG+rNLc/MLiUnm5srK6tr5hb261lEglJk0smJCdECnCKCdNTTUjnUQSFIeMtMPhde6374lUVPA7PUqIH6M+pxHFSBspsPe8ZEADF15CT5hcfk2WS2OjHcGpeRDYVafmTAD/ErcgVVCgEdifXk/gNCZcY4aU6rpOov0MSU0xI+OKlyqSIDxEfdI1lKOYKD+bbDOG+0bpwUhIc7iGE/XnRIZipUZxaJIx0gM16+Xif1431dGFn1GepJpwPH0oShnUAubVwB6VBGs2MgRhSc1fIR4gibA2BVZMCe7syn9J67jmntTObk+r9auijjLYAbvgELjgHNTBDWiAJsDgATyBF/BqPVrP1pv1Po2WrGJmG/yC9fENQoyaaA==</latexit>

u2 = U2 + u0
2

<latexit sha1_base64="B9pCAciqYrWpjIHc1R5Ugx010gw=">AAAB+XicbZDNSgMxFIXv1L9a/0ZdugkWURDKTFV0IxTduKzgtIV2GDJp2oZmMkOSKZShb+LGhSJufRN3vo1pOwttvZDwcc695OaECWdKO863VVhZXVvfKG6WtrZ3dvfs/YOGilNJqEdiHstWiBXlTFBPM81pK5EURyGnzXB4P/WbIyoVi8WTHifUj3BfsB4jWBspsO00qKJb5JkbnRs+DeyyU3FmhZbBzaEMedUD+6vTjUkaUaEJx0q1XSfRfoalZoTTSamTKppgMsR92jYocESVn802n6ATo3RRL5bmCI1m6u+JDEdKjaPQdEZYD9SiNxX/89qp7t34GRNJqqkg84d6KUc6RtMYUJdJSjQfG8BEMrMrIgMsMdEmrJIJwV388jI0qhX3onL1eFmu3eVxFOEIjuEMXLiGGjxAHTwgMIJneIU3K7NerHfrY95asPKZQ/hT1ucPBk6RUw==</latexit>

v2 = v02
<latexit sha1_base64="INvXNz4IlKQUyfODrHiPiuCKrfY=">AAAB8XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvoqsxURTdC0Y3LCvaB7VAyaaYNzSRDkimUoX/hxoUibv0bd/6NaTsLbT2QcDjnXu69J4g508Z1v53cyura+kZ+s7C1vbO7V9w/aGiZKELrRHKpWgHWlDNB64YZTluxojgKOG0Gw7up3xxRpZkUj2YcUz/CfcFCRrCx0tOoW0E3yP6n3WLJLbszoGXiZaQEGWrd4lenJ0kSUWEIx1q3PTc2foqVYYTTSaGTaBpjMsR92rZU4IhqP51tPEEnVumhUCr7hEEz9XdHiiOtx1FgKyNsBnrRm4r/ee3EhNd+ykScGCrIfFCYcGQkmp6PekxRYvjYEkwUs7siMsAKE2NDKtgQvMWTl0mjUvbOy5cPF6XqbRZHHo7gGM7Agyuowj3UoA4EBDzDK7w52nlx3p2PeWnOyXoO4Q+czx+iO4+X</latexit>

p2 = p2 + p02
<latexit sha1_base64="4euyFDYo/TTC9DqjdFEXZQbE4ME=">AAACBHicbVBLSwMxGMzWV62vVY+9BIsoCGW3KnoRil48VrAPaJclm2bb0Gw2JFmhLD148a948aCIV3+EN/+N2XYP2joQGGbmS/JNIBhV2nG+rcLS8srqWnG9tLG5tb1j7+61VJxITJo4ZrHsBEgRRjlpaqoZ6QhJUBQw0g5GN5nffiBS0Zjf67EgXoQGnIYUI20k3y4LvwavYC82oeyOVEyMcAKNfOTbFafqTAEXiZuTCsjR8O2vXj/GSUS4xgwp1XUdob0USU0xI5NSL1FEIDxCA9I1lKOIKC+dLjGBh0bpwzCW5nANp+rviRRFSo2jwCQjpIdq3svE/7xuosNLL6VcJJpwPHsoTBjUMcwagX0qCdZsbAjCkpq/QjxEEmFteiuZEtz5lRdJq1Z1T6vnd2eV+nVeRxGUwQE4Bi64AHVwCxqgCTB4BM/gFbxZT9aL9W59zKIFK5/ZB39gff4AN3CWig==</latexit>

�2 = �2 + �02
<latexit sha1_base64="MYizxXPMpXHVkGbRkGXBt7vibSY=">AAACDXicbVBLSwMxGMzWV62vVY9eglUUhLJbFb0IRS8eK9gHtMuSTbNtaDZZkqxQlv4BL/4VLx4U8erdm//GbLsHbR0IDDPzJfkmiBlV2nG+rcLC4tLySnG1tLa+sbllb+80lUgkJg0smJDtACnCKCcNTTUj7VgSFAWMtILhTea3HohUVPB7PYqJF6E+pyHFSBvJtw+68YD6VXgFu8LksmvSTBob7QROzSPfLjsVZwI4T9yclEGOum9/dXsCJxHhGjOkVMd1Yu2lSGqKGRmXuokiMcJD1CcdQzmKiPLSyTZjeGiUHgyFNIdrOFF/T6QoUmoUBSYZIT1Qs14m/ud1Eh1eeinlcaIJx9OHwoRBLWBWDexRSbBmI0MQltT8FeIBkghrU2DJlODOrjxPmtWKe1o5vzsr167zOopgD+yDY+CCC1ADt6AOGgCDR/AMXsGb9WS9WO/WxzRasPKZXfAH1ucPR0Gaaw==</latexit>

r2�02 = 0
<latexit sha1_base64="wKx8uCoBoO/rgpJLtZ/SCA97GN0=">AAAB/XicbVDLSsNAFJ3UV62v+Ni5GSyiq5JURTdC0Y3LCvYBTQ0300k7dDIJMxOhhuKvuHGhiFv/w51/4/Sx0NYDFw7n3Mu99wQJZ0o7zreVW1hcWl7JrxbW1jc2t+ztnbqKU0lojcQ8ls0AFOVM0JpmmtNmIilEAaeNoH898hsPVCoWizs9SGg7gq5gISOgjeTbe56AgMN9GXtJj/nlI3yJHd8uOiVnDDxP3Ckpoimqvv3ldWKSRlRowkGpluskup2B1IxwOix4qaIJkD50actQARFV7Wx8/RAfGqWDw1iaEhqP1d8TGURKDaLAdEage2rWG4n/ea1UhxftjIkk1VSQyaIw5VjHeBQF7jBJieYDQ4BIZm7FpAcSiDaBFUwI7uzL86ReLrknpbPb02LlahpHHu2jA3SMXHSOKugGVVENEfSIntErerOerBfr3fqYtOas6cwu+gPr8wfVxZOG</latexit>

r2�01 = 0
<latexit sha1_base64="Ym89ylWe8AsLqYCgauCvQcCqR04=">AAAB/XicbVDLSsNAFJ3UV62v+Ni5GSyiq5JURTdC0Y3LCvYBTSw302k7dDIJMxOhhuKvuHGhiFv/w51/47TNQlsPXDiccy/33hPEnCntON9WbmFxaXklv1pYW9/Y3LK3d+oqSiShNRLxSDYDUJQzQWuaaU6bsaQQBpw2gsH12G88UKlYJO70MKZ+CD3BuoyANlLb3vMEBBzuy9iL+6ztHuFL7LTtolNyJsDzxM1IEWWotu0vrxORJKRCEw5KtVwn1n4KUjPC6ajgJYrGQAbQoy1DBYRU+enk+hE+NEoHdyNpSmg8UX9PpBAqNQwD0xmC7qtZbyz+57US3b3wUybiRFNBpou6Ccc6wuMocIdJSjQfGgJEMnMrJn2QQLQJrGBCcGdfnif1csk9KZ3dnhYrV1kcebSPDtAxctE5qqAbVEU1RNAjekav6M16sl6sd+tj2pqzspld9AfW5w/UPJOF</latexit>

avec

u0
1(x,�1) = 0

<latexit sha1_base64="xHekf8GSowEE85DcdZdqjCQuM6Q=">AAAB/HicbVDLSgNBEJyNrxhf0Ry9DAYxgoZdH+hFCHrxGME8IFnC7GQ2GTI7u8z0ikuIv+LFgyJe/RBv/o2TZA+aWNBQVHXT3eVFgmuw7W8rs7C4tLySXc2trW9sbuW3d+o6jBVlNRqKUDU9opngktWAg2DNSDESeII1vMHN2G88MKV5KO8hiZgbkJ7kPqcEjNTJF+KOc1B6PDpuc+lDcoivsN3JF+2yPQGeJ05KiihFtZP/andDGgdMAhVE65ZjR+AOiQJOBRvl2rFmEaED0mMtQyUJmHaHk+NHeN8oXeyHypQEPFF/TwxJoHUSeKYzINDXs95Y/M9rxeBfukMuoxiYpNNFfiwwhHicBO5yxSiIxBBCFTe3YtonilAweeVMCM7sy/OkflJ2Tsvnd2fFynUaRxbtoj1UQg66QBV0i6qohihK0DN6RW/Wk/VivVsf09aMlc4U0B9Ynz/QkJLx</latexit>

u0
2(x, +1) = 0

<latexit sha1_base64="hIH3suddO9X9hL8+tLzOvZvl1y0=">AAAB/HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qj16WSxiRSlJVfQiFL14rGA/oA1ls93UpZtN2N2IodS/4sWDIl79Id78N27bHLT1wcDjvRlm5nkRZ0rb9reVWVhcWl7JrubW1jc2t/LbOw0VxpLQOgl5KFseVpQzQeuaaU5bkaQ48DhteoPrsd98oFKxUNzpJKJugPuC+YxgbaRuvhB3Kwelx+OjDhO+Tg7RJbK7+aJdtidA88RJSRFS1Lr5r04vJHFAhSYcK9V27Ei7Qyw1I5yOcp1Y0QiTAe7TtqECB1S5w8nxI7RvlB7yQ2lKaDRRf08McaBUEnimM8D6Xs16Y/E/rx1r/8IdMhHFmgoyXeTHHOkQjZNAPSYp0TwxBBPJzK2I3GOJiTZ55UwIzuzL86RRKTsn5bPb02L1Ko0jC7uwByVw4ByqcAM1qAOBBJ7hFd6sJ+vFerc+pq0ZK50pwB9Ynz/PBpLw</latexit>

v01(x, 0) =
@⌘

@t
+ U1

@⌘

@x
<latexit sha1_base64="NZlWzLoNVyJTurMxP3hX8JU0zog="></latexit>

v02(x, 0) =
@⌘

@t
+ U2

@⌘

@x
<latexit sha1_base64="60++CMLZ+gMfrFeLtnS5PQI7zws="></latexit>

⇢1

✓
@�01
@t

+ U1
@�01
@x

+ g⌘

◆
= ⇢2

✓
@�02
@t

+ U2
@�02
@x

+ g⌘

◆

<latexit sha1_base64="Pn2W9Fjg36mI74HC329EV3/SHXo="></latexit>

Conditions aux limites
Figure 2 – Schéma de l’écoulement perturbé.

C. Forme simplifiée des solutions et problème aux valeurs propres
——————————————————————————————————————————–
On cherche des solutions pour les champs u′j , v

′
j , φ

′
j et η dont la dépendance en x fait apparâıtre

une onde monochromatique de nombre d’onde k et de pulsation ω.

5. Exprimer les formes des champs u′j , v
′
j , φ

′
j et η.

6. Résoudre l’équation suivie par φ′1 et φ′2 et montrer que le champ de vitesse est caractérisé par
quatre constantes α1, α2, β1 et β2.

Ces constantes sont reliées aux conditions aux limites. La recherche d’une solutions non-triviale
(η 6= 0) amène à un problème aux valeurs propres.

7. Déterminer et résoudre ce problème aux valeurs propres pour exprimer la relation de dispersion
ω(k) :

ω = k
ρ1U1 + ρ2U2

ρ1 + ρ2
±
[
−k

2ρ1ρ2(U1 − U2)2

(ρ1 + ρ2)2
+ kg

ρ1 − ρ2

ρ1 + ρ2

]1/2

.

D. Caractérisation de la stabilité
——————————————————————————————————————————–
8. Exprimer, pour le cas général étudié, la condition de stabilité de l’écoulement.

9. Identifier plusieurs cas particuliers rattachés à des types d’instabilités connues (Kelvin-Helmholtz,
Rayleigh-Taylor).
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I.14 Instabilité d’une couche de mélange

On s’intéresse à l’étude d’instabilités de Kelvin-Helmholtz dans une couche de mélange dont le
profil de vitesse est présenté dans la figure ci-dessous :

x
<latexit sha1_base64="tmEmvpYjdzQyoek+Hh8kTeg6HY8=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHZ9RI9ELx4hkUcCGzI7NDAyO7uZmTWSDV/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBZcG9f9dnIrq2vrG/nNwtb2zu5ecf+goaNEMayzSESqFVCNgkusG24EtmKFNAwENoPR7dRvPqLSPJL3ZhyjH9KB5H3OqLFS7albLLlldwayTLyMlCBDtVv86vQiloQoDRNU67bnxsZPqTKcCZwUOonGmLIRHWDbUklD1H46O3RCTqzSI/1I2ZKGzNTfEykNtR6Hge0MqRnqRW8q/ue1E9O/9lMu48SgZPNF/UQQE5Hp16THFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtvrxMGmdl77x8WbsoVW6yOPJwBMdwCh5cQQXuoAp1YIDwDK/w5jw4L8678zFvzTnZzCH8gfP5A+h9jQM=</latexit>

y
<latexit sha1_base64="Drly9pAkGxUE80c5xCS94SvTYpo=">AAAB6HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0f6DHoxWMC5gHJEmYnvcmY2dllZlYIS77AiwdFvPpJ3vwbJ8keNLGgoajqprsrSATXxnW/nZXVtfWNzcJWcXtnd2+/dHDY1HGqGDZYLGLVDqhGwSU2DDcC24lCGgUCW8Hobuq3nlBpHssHM07Qj+hA8pAzaqxUH/dKZbfizkCWiZeTMuSo9Upf3X7M0gilYYJq3fHcxPgZVYYzgZNiN9WYUDaiA+xYKmmE2s9mh07IqVX6JIyVLWnITP09kdFI63EU2M6ImqFe9Kbif14nNeGNn3GZpAYlmy8KU0FMTKZfkz5XyIwYW0KZ4vZWwoZUUWZsNkUbgrf48jJpnle8i8pV/bJcvc3jKMAxnMAZeHANVbiHGjSAAcIzvMKb8+i8OO/Ox7x1xclnjuAPnM8f6gGNBA==</latexit>

U1
<latexit sha1_base64="6oTnaaiJlvzCOVpvPg4r82573i4=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0n8QI9FLx4rmrbQhrLZbtulm03YnQgl9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5YSKFQdf9dgorq2vrG8XN0tb2zu5eef+gYeJUM+6zWMa6FVLDpVDcR4GStxLNaRRK3gxHt1O/+cS1EbF6xHHCg4gOlOgLRtFKD37X65YrbtWdgSwTLycVyFHvlr86vZilEVfIJDWm7bkJBhnVKJjkk1InNTyhbEQHvG2pohE3QTY7dUJOrNIj/VjbUkhm6u+JjEbGjKPQdkYUh2bRm4r/ee0U+9dBJlSSIldsvqifSoIxmf5NekJzhnJsCWVa2FsJG1JNGdp0SjYEb/HlZdI4q3rn1cv7i0rtJo+jCEdwDKfgwRXU4A7q4AODATzDK7w50nlx3p2PeWvByWcO4Q+czx/Yk42E</latexit>

U2
<latexit sha1_base64="TVcURZgTNzW/OHzsG3lqM6OsolA=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KklV9Fj04rGiaQttKJvtpF262YTdjVBKf4IXD4p49Rd589+4bXPQ1gcDj/dmmJkXpoJr47rfzsrq2vrGZmGruL2zu7dfOjhs6CRTDH2WiES1QqpRcIm+4UZgK1VI41BgMxzeTv3mEyrNE/loRikGMe1LHnFGjZUe/G61Wyq7FXcGsky8nJQhR71b+ur0EpbFKA0TVOu256YmGFNlOBM4KXYyjSllQ9rHtqWSxqiD8ezUCTm1So9EibIlDZmpvyfGNNZ6FIe2M6ZmoBe9qfif185MdB2MuUwzg5LNF0WZICYh079JjytkRowsoUxxeythA6ooMzadog3BW3x5mTSqFe+8cnl/Ua7d5HEU4BhO4Aw8uIIa3EEdfGDQh2d4hTdHOC/Ou/Mxb11x8pkj+APn8wfaF42F</latexit>

2�
<latexit sha1_base64="jrjdGk3maDsuUZ+wNevpOzZJvxI=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoseiF48V7Ae0oWw2m3bpZhN2J0Ip/RFePCji1d/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZekEph0HW/ncLa+sbmVnG7tLO7t39QPjxqmSTTjDdZIhPdCajhUijeRIGSd1LNaRxI3g5GdzO//cS1EYl6xHHK/ZgOlIgEo2ildq0Xcom0X664VXcOskq8nFQgR6Nf/uqFCctirpBJakzXc1P0J1SjYJJPS73M8JSyER3wrqWKxtz4k/m5U3JmlZBEibalkMzV3xMTGhszjgPbGVMcmmVvJv7ndTOMbvyJUGmGXLHFoiiTBBMy+52EQnOGcmwJZVrYWwkbUk0Z2oRKNgRv+eVV0qpVvYvq1cNlpX6bx1GEEziFc/DgGupwDw1oAoMRPMMrvDmp8+K8Ox+L1oKTzxzDHzifPwXBj18=</latexit>

Figure 1 – Ecoulement considéré avec une épaisseur finie de cisaillement entre deux milieux de
vitesses uniformes U1 et U2

Le fluide considéré est monophasique et de densité ρ constante. Le champ de vitesse correspondant
est donné par

u(x, y) =





U1 pour y < −δ
Um + ∆U y

δ pour − δ ≤ y < δ
U2 pour y ≥ δ

,

avec Um = 1
2(U1 + U2) et ∆U = 1

2(U2 − U1). Le champ de pression est uniforme p = pa.

On considère des instabilités purement 2D et inertielles, c’est-à-dire contrôlées uniquement par les
forces d’inertie. On néglige ainsi les forces visqueuses et les forces de gravité.

1. Vérifier que l’écoulement de base (v, p) est bien solution des équations fondamentales.

La discontinuité du gradient de vitesse u en y = ±δ invite à considérer trois zones lors de l’étude
de l’écoulement perturbé comme indiqué dans la figure 2 ci-dessous. Pour chacune des zones (1),
(2) et (0), on note les perturbations des champs de vitesse et pression u′j , v

′
j et p′j pour j = 1, 2

ou 0. Ces zones sont séparées par deux interfaces notées η+ et η− positionnées autour de y = δ
et y = −δ, respectivement. Celles-ci sont des surfaces matérielles se déplaçant à la vitesse w iden-
tique à la vitesse locale du fluide. On note uj = uj + u′j , vj = vj + v′j et pj = pj + p′j les champs
instationnaires, sommes des écoulements de base et des perturbations.

2. Déterminer les conditions aux limites en y = ±∞ et les conditions de saut au niveau des inter-
faces pour les champs de perturbations qui sont de faible amplitude.

Pour chaque zone, on introduit une fonction de courant ψj = ψj + ψ′j . On cherche des solutions,
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Figure 2 – Schéma de l’écoulement perturbé.

écrites sous forme complexe, de la sorte :

u′j = ûj(y)ei(kx−ωt)

v′j = v̂j(y)ei(kx−ωt)

p′j = p̂j(y)ei(kx−ωt)

ψ′j = ψ̂j(y)ei(kx−ωt)

3. Relier les amplitudes ûj(y), v̂j(y) et p̂j(y) à l’amplitude de la fonction de courant ψ̂j(y) pour
chaque zone.

4. Simplifier l’équation d’Orr-Sommerfeld dans le cas présent et donner la forme générale des solu-
tions ψ̂j(y) dans le cas présent.

5. Prendre en compte les conditions aux limites et de saut aux interfaces. Comment est déterminée
la relation de dispersion ω(k) ?

Après calcul, la relation de dispersion est

4 (kδ)2 (c− Um)2 −∆U2
(

(2kδ − 1)2 − e−4kδ
)

= 0,

avec la vitesse c = ω
k .

6. Caractériser la stabilité temporelle de l’écoulement étudié. Que retrouve-t-on pour δ → 0 ?
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I.15 Allées de von Karmàn derrière un obstacle

Lorsqu’un obstacle cylindrique est placé dans un écoulement, on observe pour certaines conditions
d’écoulement l’apparition d’un lâcher périodique de tourbillons nommé allée de tourbillons de von
Karmàn (voir Fig. 1, haut). On décide d’étudier ce phénomène en soufflerie en enregistrant le signal
de vitesse obtenu par un fil chaud placé en aval de l’obstacle pour différentes tailles d’obstacles D
et différentes vitesses d’écoulement V (voir Fig. 1, bas). On se propose maintenant de dépouiller
les essais pour étudier le caractère périodique des lâchers de tourbillons.

D
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Figure 1 – Allée de tourbillons de von Karmàn : photographi (haut) et schéma (bas).

1. Utiliser le script exemple.mlx pour analyser le premier signal. Que peut-on dire en zoomant sur
le graphique du signal en fonction du temps ? Comment cela se traduit-il sur le spectre du signal ?

2. Analyser d’autres signaux du jeu de données fournies. Comment la fréquence de lâcher des tour-
billons évolue-t-elle avec les paramètres expérimentaux ?

3. Écrire une relation entre les nombres sans dimensions entrant en jeu dans ce problème.

4. Modifier le script pour tracer le spectre en fonction d’un des nombres sans dimensions précédemment
identifiés et reprendre l’analyse des signaux.

5. Que peut-on en conclure sur la relation entre les nombres sans dimensions identifiés dans la plage
de mesure étudiée ?
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Densité Spectrale de Puissance

Les signaux expérimentaux comme celui considéré ne sont pas nécessairement périodiques et
sont entachés de bruit de mesure. L’analyse de tels signaux repose sur le traitement de signaux
aléatoires de puissance finie. Quelques notions correspondantes de Traitement du Signal sont
rappelées ci-dessous.

La puissance P d’un signal temporel u(t) est définie comme

P =
1

T

∫
|u(t)|2 dt.

Celle-ci peut être interprétée en la décomposant sur plusieurs fréquences grâce à la densité spectrale
de puissance (PSD pour Power Spectral Density en anglais) Pxx :

P =

∫ ∞

0
Pxx(f) df

Le calcul de la densité spectrale de puissance passe par le découpage du signal échantillonné en
plusieurs blocs de taille N comme indiqué dans le schéma ci-dessous.

Block 1 Block 2 Block M...

{ N points

xM (n)x2(n)x1(n)

On calcule ensuite

Pxx(f = k∆f) ≈ ∆t

MN

M∑

j=1

|Xj(k)|2,

où M est le nombre de bloc, ∆t la période d’échantillonnage, Xj(k) est la transformée de Fourier
discrète correspondante au signal discret xj(n) du bloc n◦j. On note fe = 1

∆t la fréquence
d’échantillonnage. Le résultat Pxx(f) est obtenu pour des valeurs de fréquences espacées de
∆f = 1

N∆t , appelée la résolution fréquentielle, jusqu’à fmax = fe
2 (Critère de Shannon). La

méthode de calcul présentée est généralisée par la méthode de Welch qui permet de considérer
plusieurs types de fenêtres d’adoucissement pour tronquer le signal dans chaque bloc, ces derniers
pouvant se recouvrir.

La ligne de code Matlab suivante permet de récupérer les valeurs de Pxx(f) calculées par la méthode
de Welch :

[Pxx,f]=pwelch(x,window,noverlap,nfft,Fs)

Voir la documentation en ligne pour plus de détails sur les arguments.
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I.16 Transfert de quantité de mouvement dans les écoulements
turbulents cisaillés

On propose d’étudier dans ce problème le transfert de quantité de mouvement dans des écoulements
cisaillés libres (voir Figure ?? pour quelques exemples).

Pour simplifier l’analyse, on envisage des écoulements bidimensionnels en moyenne. On supposera
également la viscosité ν constante. Les deux composantes de vitesse moyenne u et v ne dépendent
que des coordonnées x et y et il en est de même de toutes les quantités moyennes

φ = φ(x, y)

On prendra les quantités suivantes comme vitesse ou échelles de référence dans l’évaluation des
ordres de grandeur :
• U : vitesse caractéristique suivant x
• V : vitesse caractéristique suivant y
• ut : fluctuation typique de vitesse
• L : échelle axiale
• l : échelle transversale

Dans les écoulements cisaillés, on a en général une échelle de longueur transverse petite devant
l’échelle longitudinale l/L � 1 (typiquement l/L ∼ 0.1) et on supposera le nombre de Reynolds
Rel = Ul/ν � 1 (typiquement Rel = 103 − 104).

On envisage des écoulements incompressibles, stationnaires en moyenne. On négligera les forces
volumiques.

1. A partir d’un bilan instantanée de masse et de quantité de mouvement, retrouver les équations
moyennées de Reynolds. On éliminera tous les termes qui ne contribuent pas au bilan de masse et
de quantité de mouvement.

2. Estimer l’ordre de grandeur des termes qui interviennent dans le bilan de masse.

3. Estimer l’ordre de grandeur des termes qui interviennent dans le bilan de quantité de mouvement
suivant x. On supposera dans un premier temps le gradient de pression longitudinal négligeable.
On proposera une justification de cette approximation à la question 6.

(a) Evaluer l’ordre de grandeur du rapport des forces d’inertie aux forces visqueuses. Examiner le
cas lorsque Rel = Ul/ν >> 1 (de l’ordre de 1000).

(b) Déduire de cette estimation l’ordre de grandeur des fluctuations de vitesse ut.

(c) Evaluer le rapport des transferts de quantité de mouvement turbulent au transfert de quantité
de mouvement par les processus moléculaires.

Application numérique
U = 10 m s−1, l/L = 0.15, ν = 10−5 m2 s−1, L = 0.20 m

4. Donner la forme simplifiée de l’équation de bilan de quantité de mouvement projetée suivant x.

5. On considère à présent le bilan de quantité de mouvement suivant y. On supposera que la pres-
sion à l’infini p∞ est uniforme.
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Après une estimation des ordres de grandeur et simplification de l’équation de bilan, montrer que
la pression moyenne p en un point de l’écoulement est donnée par :

p = p∞ − ρv′2

6. Evaluer l’ordre de grandeur du gradient de pression longitudinal. Montrer que ce terme peut
être négligé par rapport au transfert de quantité de mouvement par les fluctuations turbulentes.

7. Ecrire les équations de bilan moyennées qui régissent les écoulements cisaillés turbulents bidi-
mensionnels en moyenne.

8. On se place dans le cas d’une couche de cisaillement (Figure 1 en haut). On souhaite estimer le
rapport de la viscosité turbulente sur la viscosité laminaire dans ce type d’écoulement. Pour cela
on utilise un modèle de longueur de mélange pour la viscosité turbulente :

νt = l2m|
∂u

∂y
|

On a lm = Cδ avec C ' 0.07 et δ ' 0.15x1 où x1 représente la distance depuis le bord de la plaque
de séparation et δ la distance entre les écoulements de vitesses uniformes U1 et U2.

Calculer dans ces conditions le rapport νt/ν à x1 = 10 cm du bord de séparation. On prendra
U1 = 10 m s−1, U2 = 0 m s−1, ν = 10−5 m2 s−1.
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Figure 1 – Exemples d’écoulements cisaillés libres.
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I.17 Calcul de grandeurs d’arrêt dans une tuyère convergente-
divergente

Trois sections de passage sont identifiées dans le système convergent-divergent présenté ci-dessous :
une entrée (e), une sortie (s) et la section au col. L’écoulement est considéré stationnaire et uniforme
dans chaque section. La tuyère est considérée dans un régime amorcée. L’écoulement est adiabatique
et isentropique.

(c)
<latexit sha1_base64="fiyDRaxpR8MDwBtPM8RRAKqyteM=">AAAB6nicbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBotQNyWx4mNXdOOyon1AG8pkOmmHTiZhZiKU0E9w40IRt36RO//GSRpErQcuHM65l3vv8SLOlLbtT6uwtLyyulZcL21sbm3vlHf32iqMJaEtEvJQdj2sKGeCtjTTnHYjSXHgcdrxJtep33mgUrFQ3OtpRN0AjwTzGcHaSHdVcjwoV+yanQEtEicnFcjRHJQ/+sOQxAEVmnCsVM+xI+0mWGpGOJ2V+rGiESYTPKI9QwUOqHKT7NQZOjLKEPmhNCU0ytSfEwkOlJoGnukMsB6rv14q/uf1Yu1fuAkTUaypIPNFfsyRDlH6NxoySYnmU0MwkczcisgYS0y0SaeUhXCZ4uz75UXSPqk59Vr99rTSuMrjKMIBHEIVHDiHBtxAE1pAYASP8AwvFreerFfrbd5asPKZffgF6/0LpH2Ngw==</latexit>

(e)
<latexit sha1_base64="hLENW6EZJ6zxLH2XtkNYLr0vR2Q=">AAAB6nicbVDLSsNAFJ3UV62vqks3g0Wom5JY8bErunFZ0T6gDWUyvWmHTiZhZiKU0E9w40IRt36RO//GSRpErQcuHM65l3vv8SLOlLbtT6uwtLyyulZcL21sbm3vlHf32iqMJYUWDXkoux5RwJmAlmaaQzeSQAKPQ8ebXKd+5wGkYqG419MI3ICMBPMZJdpId1U4HpQrds3OgBeJk5MKytEclD/6w5DGAQhNOVGq59iRdhMiNaMcZqV+rCAidEJG0DNUkACUm2SnzvCRUYbYD6UpoXGm/pxISKDUNPBMZ0D0WP31UvE/rxdr/8JNmIhiDYLOF/kxxzrE6d94yCRQzaeGECqZuRXTMZGEapNOKQvhMsXZ98uLpH1Sc+q1+u1ppXGVx1FEB+gQVZGDzlED3aAmaiGKRugRPaMXi1tP1qv1Nm8tWPnMPvoF6/0Lp4eNhQ==</latexit>

(s)
<latexit sha1_base64="3gdvRL12JM87U3YK4tuB18WvNpo=">AAAB6nicbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBotQNyWx4mNXdOOyon1AG8pkOmmHTiZhZiKU0E9w40IRt36RO//GSRpErQcuHM65l3vv8SLOlLbtT6uwtLyyulZcL21sbm3vlHf32iqMJaEtEvJQdj2sKGeCtjTTnHYjSXHgcdrxJtep33mgUrFQ3OtpRN0AjwTzGcHaSHdVdTwoV+yanQEtEicnFcjRHJQ/+sOQxAEVmnCsVM+xI+0mWGpGOJ2V+rGiESYTPKI9QwUOqHKT7NQZOjLKEPmhNCU0ytSfEwkOlJoGnukMsB6rv14q/uf1Yu1fuAkTUaypIPNFfsyRDlH6NxoySYnmU0MwkczcisgYS0y0SaeUhXCZ4uz75UXSPqk59Vr99rTSuMrjKMIBHEIVHDiHBtxAE1pAYASP8AwvFreerFfrbd5asPKZffgF6/0LvM2Nkw==</latexit>

Figure 1 – Schéma du convergent-divergent

La section de passage au col est de surface Ac = 3 × 10−4 m2. L’air est considéré avec γ = 1.4 et
la constante des gaz parfaits r = 287 J/kg/K. La température d’arrêt en entrée est Tie = 300 K et
l’écoulement en entrée correspond à un nombre de Mach Me = 0.4. La pression d’arrêt isentropique
est connue en sortie pis = 2 bar.

1. Déterminer la température Te et la vitesse ve en entrée.

2. De même au niveau du col, calculer les valeurs Tc et vc.

3. Calculer les pressions pe et pc en entrée et au col, respectivement.

4. Déterminer le débit ṁ passant dans le système.

Les conditions critiques (ρ∗, v∗, p∗, T ∗) en un point dans l’écoulement sont celles obtenues si
celui-ci était accéléré ou décéléré à la vitesse du son de manière adiabatique et réversible, isentro-
pique donc. On a donc M∗ = 1. On définit la section critique A∗ comme la section de passage qui
permet de faire passer le même débit ṁ qu’au point considéré mais avec les conditions ρ∗, v∗, p∗, T ∗.

5. Déterminer les conditions critiques p∗e, v
∗
e , ρ
∗
e et A∗e au niveau de la section d’entrée, et commenter

les valeurs obtenues.

Nous verrons que le débit peut s’exprimer simplement à partir des grandeurs d’arrêt :

ṁ =
pi

(γ r Ti)
1/2

ψ∗A∗ avec ψ∗ ≈ 0.81 pour γ = 1.4

6. Vérifier que la formule au-dessus permet de bien retrouver le débit ṁ.
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I.18 Etude d’une entrée d’air

Un diffuseur est utilisé en entrée des moteurs aéronautiques pour ralentir l’écoulement et opérer
avec une vitesse réduite au sein des parties internes du moteur. Un tel diffuseur est représenté
sur la figure 1 avec en amont un écoulement caractérisé par une vitesse u0 = 250 m/s, pression
p0 = 0.25 bar, température T0 = 220 K. Le diffuseur considéré est composé d’une section constante
de surface A1 = 0.2 m2 où u1 = u0, p1 = p0, T1 = T0. Cette première partie du diffuseur est suivie
en aval après une longueur L = 20 cm d’un divergent. La section de sortie du diffuseur est notée A2.
L’écoulement est considéré stationnaire et adiabatique dans l’ensemble du problème. Les propriétés
de l’air sont les suivantes : γ = 1.4, r = 287 J/kg/K, µ = 1.5× 10−5 kg/m/s.

u0
<latexit sha1_base64="NtIIrSDBsf7WFpfBySz9+SVzw4I=">AAAB6nicbVDLSsNAFL2pr1pfUZduBovgqiRWfOyKblxWtA9oQ5lMJ+3QySTMTIQS+gluXCji1i9y5984SYOo9cCFwzn3cu89fsyZ0o7zaZWWlldW18rrlY3Nre0de3evraJEEtoiEY9k18eKciZoSzPNaTeWFIc+px1/cp35nQcqFYvEvZ7G1AvxSLCAEayNdJcMnIFddWpODrRI3IJUoUBzYH/0hxFJQio04VipnuvE2kux1IxwOqv0E0VjTCZ4RHuGChxS5aX5qTN0ZJQhCiJpSmiUqz8nUhwqNQ190xliPVZ/vUz8z+slOrjwUibiRFNB5ouChCMdoexvNGSSEs2nhmAimbkVkTGWmGiTTiUP4TLD2ffLi6R9UnPrtfrtabVxVcRRhgM4hGNw4RwacANNaAGBETzCM7xY3HqyXq23eWvJKmb24Res9y8eYo3T</latexit>

p0, T0
<latexit sha1_base64="UbH6OHFwjCK29z/m+RTazVnyfTw=">AAAB73icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgQkpqxceu6MZlhb6gDWEynbRDJ5M4MxFK6E+4caGIW3/HnX/jJA2i1gMXDufcy733eBFnStv2p1VYWl5ZXSuulzY2t7Z3yrt7HRXGktA2CXkoex5WlDNB25ppTnuRpDjwOO16k5vU7z5QqVgoWnoaUSfAI8F8RrA2Ui9y7RPUcm23XLGrdga0SGo5qUCOplv+GAxDEgdUaMKxUv2aHWknwVIzwumsNIgVjTCZ4BHtGypwQJWTZPfO0JFRhsgPpSmhUab+nEhwoNQ08ExngPVY/fVS8T+vH2v/0kmYiGJNBZkv8mOOdIjS59GQSUo0nxqCiWTmVkTGWGKiTUSlLISrFOffLy+Szmm1Vq/W784qjes8jiIcwCEcQw0uoAG30IQ2EODwCM/wYt1bT9ar9TZvLVj5zD78gvX+BaHMjy8=</latexit>

L
<latexit sha1_base64="S6ysFFEkihrjS46Sy/tvvdjeyRo=">AAAB6HicbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiRWfOyKbly4aME+oA1lMp20YyeTMDMRSugXuHGhiFs/yZ1/4yQNotYDFw7n3Mu993gRZ0rb9qdVWFpeWV0rrpc2Nre2d8q7e20VxpLQFgl5KLseVpQzQVuaaU67kaQ48DjteJPr1O88UKlYKO70NKJugEeC+YxgbaTm7aBcsat2BrRInJxUIEdjUP7oD0MSB1RowrFSPceOtJtgqRnhdFbqx4pGmEzwiPYMFTigyk2yQ2foyChD5IfSlNAoU39OJDhQahp4pjPAeqz+eqn4n9eLtX/hJkxEsaaCzBf5MUc6ROnXaMgkJZpPDcFEMnMrImMsMdEmm1IWwmWKs++XF0n7pOrUqrXmaaV+lcdRhAM4hGNw4BzqcAMNaAEBCo/wDC/WvfVkvVpv89aClc/swy9Y71+8UY0H</latexit>

A2
<latexit sha1_base64="SJNrvZtHyCOV6iE+UveAKKlMIqU=">AAAB6nicbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiSt+NhV3bisaB/QhjKZTtqhk0mYmQgl9BPcuFDErV/kzr9xkgZR64ELh3Pu5d57vIgzpW370yosLa+srhXXSxubW9s75d29tgpjSWiLhDyUXQ8rypmgLc00p91IUhx4nHa8yXXqdx6oVCwU93oaUTfAI8F8RrA20t3loDYoV+yqnQEtEicnFcjRHJQ/+sOQxAEVmnCsVM+xI+0mWGpGOJ2V+rGiESYTPKI9QwUOqHKT7NQZOjLKEPmhNCU0ytSfEwkOlJoGnukMsB6rv14q/uf1Yu2fuwkTUaypIPNFfsyRDlH6NxoySYnmU0MwkczcisgYS0y0SaeUhXCR4vT75UXSrlWderV+e1JpXOVxFOEADuEYHDiDBtxAE1pAYASP8AwvFreerFfrbd5asPKZffgF6/0L0iONoQ==</latexit>

A1
<latexit sha1_base64="cywEiOO5ZpDj/EUyMNsk1lXI+mU=">AAAB6nicbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiS2+NhV3bisaB/QhjKZTtqhk0mYmQgl9BPcuFDErV/kzr9xkgZR64ELh3Pu5d57vIgzpW370yosLa+srhXXSxubW9s75d29tgpjSWiLhDyUXQ8rypmgLc00p91IUhx4nHa8yXXqdx6oVCwU93oaUTfAI8F8RrA20t3lwBmUK3bVzoAWiZOTCuRoDsof/WFI4oAKTThWqufYkXYTLDUjnM5K/VjRCJMJHtGeoQIHVLlJduoMHRlliPxQmhIaZerPiQQHSk0Dz3QGWI/VXy8V//N6sfbP3YSJKNZUkPkiP+ZIhyj9Gw2ZpETzqSGYSGZuRWSMJSbapFPKQrhIcfr98iJpn1SdWrV2W680rvI4inAAh3AMDpxBA26gCS0gMIJHeIYXi1tP1qv1Nm8tWPnMPvyC9f4F0J+NoA==</latexit>

Figure 1 – Schéma du diffuseur

I. Ecoulement réversible

Dans cette partir l’écoulement est considéré isentropique.

I.1 Déterminer les conditions en amont du système, M0, Ti0, pi0, et le débit dans le diffuseur ṁ.

I.2 La section A2 est déterminée telle que M2 = 0.5. Calculer A2.

II. Couche limite et irréversibilités

La présence de couches limites doit en réalité être prise en compte pour concevoir l’entrée d’air.

II.1 Quelle est la nature de la couche limite au bout de la distance L depuis l’entrée dans le diffuseur.

II.2 Comment évolue la couche limite dans le divergent ?

Ces couches limites sont sources d’irréversibilités dans l’écoulement qui ne peut plus être considéré
comme isentropique dans le diffuseur. Le niveau de pertes s’équilibre avec les pressions en amont et
aval qui contrôlent le débit massique, et réciproquement. Un nouveau débit massique, plus faible,
est alors obtenu : ṁ = 15 kg/s.

Le rendement isentropique d’un diffuseur est défini comme le rapport d’énergie cinétique entre le
situation réelle et celle où la transformation serait isentropique :

ηd =

(
u22
2

)
réel(

u22
2

)
isen
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On considèrera ηd = 0.7.

II. 3 Calcul la température d’arrêt Ti2 en sortie du diffuseur.

II. 4 Déterminer les nouvelles valeurs en sortie T2, u2, M2, p2 et pi2.

II.5 Calculer la variation d’entropie ∆s = s2 − s0.
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I.19 Analyse d’un turboréacteur simple flux

Ce problème donne un aperçu du fonctionnement du moteur (turboréacteur) d’un avion à réaction
à travers l’analyse simplifiée d’un modèle de moteur. Le qualificatif “simple flux” signifie que le flux
d’air initial capté par le moteur parcourt, dans son intégralité, tous les éléments du turboréacteur.
Il n’y a pas de scission du flux initial en deux flux aux trajets différents.

On considère un avion volant à une vitesse v0 de 900 km/h, à une altitude de 9 000 m, les pression
p0 et température T0 ambiantes étant respectivement 0.307 bar et 232 K. Ces conditions constituent
celles de la phase de croisière d’un vol.

Le modèle

Le modèle adopté de turboréacteur est représenté sur la figure 1 par une coupe axiale. Ce propulseur
est constitué de 5 éléments : un diffuseur, un compresseur, une chambre de combustion, une turbine
et une tuyère. Chaque élément sera repéré par ses sections d’entrée et de sortie (figure 1). Les
fonctions de ces éléments vont être exposées au cours de la description du trajet de l’air dans cette
machine.

L’air à l’infini amont est ralenti dans le tube de courant prélevé par le moteur, puis dans le diffuseur
jusqu’à ce que sa vitesse par rapport à l’avion (en sortie du diffuseur) devienne négligeable.

On admet que le compresseur permet de multiplier la pression statique par 10. On dit que le taux
πc = p2/p1 de compression du compresseur est de 10.

Dans une chambre de combustion, du kérosène est injecté puis mélangé à l’air. La combustion du
mélange permet d’obtenir une température T3 de 1200 K en sortie de la chambre.

Ce gaz est ensuite détendu dans les aubages d’une turbine qui ne sert qu’à entrâıner le compresseur.
La turbine et le compresseur possèdent le même arbre de rotation.

Puis il est éjecté dans l’atmosphère par l’intermédiaire d’une tuyère ; la section de sortie de la
tuyère, section 5, sera appelée section d’éjection.

L’analyse

On ne rentrera pas dans le détail de l’histoire du gaz au cours de son trajet, on manipulera sim-
plement les caractéristiques de l’écoulement dans les sections d’entrée et de sortie de chacun des
éléments précédemment décrits. Dans ces sections, on considérera que l’écoulement est unidimen-
sionnel pour le compresseur, la turbine et la chambre de combustion et quasi-unidimensionnel pour
le diffuseur et la tuyère.

Pour parvenir à des résultats quantitatifs, on a besoin de s’appuyer sur des hypothèses supplémentaires :

(H1) L’écoulement dans le diffuseur ainsi que celui dans la tuyère seront supposés suivre une
évolution isentropique.

(H2) La pression dans la section d’éjection est la pression ambiante p5 = p0.

(H3) L’énergie cinétique du gaz est négligée dans les calculs relatifs à son évolution dans le com-
presseur, la turbine et la chambre de combustion.
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(H4) Les transformations dans le compresseur et la turbine sont considérées comme adiabatiques,
les rendements isentropiques correspondant étant :

ηc = 0.88, ηt = 0.91

La notion de rendement isentropique d’une compression ou d’une détente réelle est définie en annexe.

(H5) Étant donné la grande dilution du combustible d’abord, puis des gaz brûlés ensuite dans l’air
en excès et dans l’azote, les variations d’état chimique résultant de la combustion sont négligées en
première approximation et le fluide sera constamment assimilé à de l’air pur. La constante de l’air
r et le rapport γ des chaleurs massiques sont donnés par :

r = 287 J kg−1K−1, γ = 1.4

De la même façon, le débit masse de kérosène injecté dans le moteur est négligé devant le débit d’air.

(H6) La transformation dans la chambre de combustion est supposée isobare.

Dans l’analyse qui suit, on se placera dans un référentiel lié à l’avion ; l’axe du moteur est pris pour
axe des abscisses.

1. Rappeler le premier principe de la thermodynamique appliqué à un système ouvert, en régime
permanent, unidimensionnel en entrée et en sortie dans le cas où le débit de matière entrant est égal
au débit sortant. On exprimera ce bilan d’énergie par unité de masse. On négligera les variations
d’énergie potentielle.

2. Dans cette question, on analysera le plus précisément possible l’évolution de l’écoulement dans
chacun des éléments du turboréacteur à l’aide des descriptions données ci-dessous. On calculera
les valeurs des pressions, températures et vitesses dans les différentes sections en s’appuyant sur le
tableau 1.

(a) Déterminer les conditions d’arrêt à l’infini amont Pi0 et Ti0

(b) Analyser l’écoulement dans le diffuseur et calculer les valeurs des grandeurs dans la section
1.

(c) Analyser l’écoulement dans le compresseur. Pour cela on pourra exprimer la température
de sortie T2 en fonction de la température d’entrée T1, du rapport de compression πc et du
rendement isentropique du compresseur ηc. Calculer les valeurs demandées dans la section
2.

(d) Analyser l’écoulement dans la chambre de combustion et calculer les valeurs des grandeurs
dans la section 3.

(e) Analyser l’écoulement dans la turbine. Quelle relation énergétique déduit-on en supposant
que la turbine entrâıne (sans frottement sur les paliers) le compresseur ? On exprimera
la pression de sortie de turbine p4 en fonction de la pression d’entrée p3, du rendement
isentropique ηt de la turbine et du rapport T4/T3 de la température de sortie à la température
d’entrée de turbine. Calculer les valeurs des grandeurs dans la section 4.

(e) Analyser l’écoulement dans la tuyère et calculer les valeurs des grandeurs dans la section 5

3. Déterminer le débit d’air nécessaire pour que le réacteur fournisse une poussée de 20 000 N.
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Tableau 1 – Evolution des grandeurs dans les différents éléments du turboréacteur

Section 0 1 2 3 4 5

Pression (bar) 0.307 0.307

Température (K) 232 1200

Pression d’arrêt (bar)

Température d’arrêt (K)

Vitesse (m s−1) ∼ 0 ∼ 0 ∼ 0 ∼ 0

4. Justifier la forme donnée à la tuyère d’éjection (voir figure 1), calculer l’aire A5 de sortie ainsi
que la section minimale Ac.

5. Donner le sens de variation du nombre de Mach dans le diffuseur entre les sections A0 et
A1 (A1 > A0). On abandonnera ici l’hypothèse selon laquelle la vitesse de l’air par rapport à
l’avion devient négligeable en sortie du diffuseur. Calculer le nombre de Mach dans la section A1

sachant que le rapport A1/A0 vaut 2.

6. Établir le bilan d’énergie du turboréacteur.

1 2 3 4 50

Compresseur Foyer Turbine TuyèreDiffuseur

ArbreTube de courant

Σ

Figure 1 – Représentation schématique d’un turboréacteur à simple flux.
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Annexe : Rendement isentropique d’une compression et d’une détente
réelles adiabatiques.

On considère un système thermodynamique passant d’un état 1 caractérisé par son entropie s1 et
son enthalpie h1 à un état 2 caractérisé par son entropie s2 et son enthalpie h2. La transformation
considérée fait passer le système d’une pression p1 à une pression p2. On compare cette transfor-
mation réelle à une transformation isentropique faisant passer le système de l’état 1 à un état où
le système a la même pression finale p2. Ceci fixe l’état d’arrivée 2’. La figure 2 illustre le cas de la
compression (p1 < p2) à gauche et le cas de la détente (p1 > p2) à droite.

p

h

s

1

2'
2

p

1

2 p
h

s

1

2'
2

p1

2

Figure 2 – Compression (à gauche) et détente (à droite).

Le long d’une isobare, l’enthalpie est une fonction croissante de l’entropie. Puisqu’une transforma-
tion réelle se produit dans le sens strictement croissant de l’entropie, on a donc toujours :
• pour une compression (figure 2, à gauche), l’accroissement d’enthalpie h2−h1 pour la trans-

formation réelle est toujours supérieur à celui de h2′ − h1 que l’on obtiendrait pour une
transformation isentropique.

• pour une détente (figure 2, à droite), la diminution d’enthalpie h1−h2 pour la transformation
réelle est toujours inférieure à celle h1 − h2′ que l’on obtiendrait pour une transformation
isentropique.

Les transformations dans les compresseurs et les turbines peuvent en général être considérées adia-
batiques (q ' 0). Le premier principe permet ainsi d’écrire :
• (∆hi)is = w′th est le travail théorique échangé si la transformation était isentropique
• (∆hi)réel = w′réel est le travail réel échangé au cours de la transformation

On définit donc un rendement isentropique pour chacune de ces transformations par :

ηc = (hi2′ − hi1)/(hi2 − hi1) = (∆hi)is/(∆hi)réel pour une compression

ηt = (hi1 − hi2)/(hi1 − hi2′) = (|∆hi|)réel/(|∆hi|)is pour une détente

Dans de nombreuses machines, les énergies cinétiques dans l’état 1 et 2 sont négligeables devant
les enthalpies hi = h+ 1

2v
2 ' h. Si la transformation concerne de plus un gaz parfait à cp constant,

les définitions précédentes se simplifient :

ηc = (h2′ − h1)/(h2 − h1) = (T2′ − T1)/(T2 − T1) pour une compression

ηt = (h1 − h2)/(h1 − h2′) = (T1 − T2)/(T1 − T2′) pour une détente
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I.20 Etude d’un statoréacteur élémentaire

Un statoréacteur fonctionne fondamentalement suivant le même cycle thermodynamique que le
turboréacteur. La différence vient du fait que, conçu pour n’être efficace qu’à Mach supersonique, il
utilise les propriétés d’une onde de choc pour comprimer l’air entrant en lieu et place d’un compres-
seur. La turbine devient alors inutile, si bien que toutes les machines tournantes du turboréacteur
se trouvent supprimées. D’où le nom de “statoréacteur”.

Ce problème constitue une première analyse de l’écoulement à l’intérieur d’un statoréacteur très
simplifié. Ce dernier est constitué d’un corps cylindrique (AB) de section Ab=1 m2 faisant office
de chambre de combustion et d’une tuyère convergente-divergente (BCS) (figure 1). La section au
col de la tuyère est désignée par Ac et la section de sortie a pour valeur As=1 m2.

Ce statoréacteur est testé à une altitude simulée de 10 000 m où l’on a mesuré la pression statique
pa=0.3 bar et la température Ta=230 K. L’air sera considéré comme un gaz parfait et on prendra
r =287 J kg−1 K−1 et γ=1.4.

Seul le cas où l’on n’injecte pas de kérosène est considéré. Il n’y a donc pas de combustion dans
le système étudié ici. L’écoulement suit une évolution considérée comme isentropique au sein du
statoréacteur depuis la section Ab jusqu’à la section de sortie S.

I. Étude à Mach Ma = 3

Dans ces conditions, on admettra qu’il se forme une onde de choc droite à l’entrée A de la chambre
de combustion.

I.1 Remplir le tableau présenté figure 3 sachant que la section Ac a été choisie de façon à ce que la
tuyère soit amorcée.

I.2 La section Ac étant fixée à la valeur que l’on vient d’obtenir, déterminer le débit masse ṁ
traversant le statoréacteur et calculer la force totale qui s’exerce sur le statoréacteur dans cette
première configuration.

II. Étude à Mach Ma = 0.9

Dans ces conditions représentées sur la figure 2. il ne peut bien sûr pas y avoir d’onde de choc à
l’entrée du statoréacteur. L’écoulement est subsonique dans la chambre de combustion. La tuyère
conserve la section Ac calculée précédemment et on fera l’hypothèse qu’elle reste amorcée.

II.1 Montrer que le nombre de Mach Mb ne peut pas être égal à 0.9. Quelle valeur doit-il prendre
pour permettre le fonctionnement du système ?

II.2 Remplir le tableau présenté figure 3 où la section Ac est cette fois fixée.

II.3 L’hypothèse d’une tuyère amorcée est-elle acceptable ?

II.4 Quelle est la force totale exercée sur le statoréacteur ?

II.5 Pour quel nombre de Mach de vol Ma apparâıt-il une onde de choc droite à la sortie S du
divergent de la tuyère ?

III. Étude à Mach Ma = 0.3
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La tuyère conserve toujours la section Ac calculée précédemment.

II.1 Dans cette situation, la tuyère peut-elle être amorcée ?

II.2 Quel est le nombre de Mach Ma minimum qui assure l’amorçage de la tuyère ?
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M  = 3
a

a b

Onde de choc droite

Figure 1 – Etude à à Mach Ma = 3
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A B C S

M  = 0.9
a

a b

Figure 2 – Etude à Mach Ma = 0.9

A C S
a b

M
p (bar)
pi (bar)
T (K)
Ti (K)
v (m s−1)
A (m2) 1 1

Figure 3 – Tableau à compléter
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I.21 Entrée d’air d’un jet supersonique

Les entrées d’air de jets supersoniques dévient en amont l’écoulement pour minimiser les pertes de
charge issues des ondes de choc. La configuration étudiée, Figure 1 (a), possède une déviation 2D
avec un angle de déflexion de 15◦ qui génère une onde de choc oblique. Plus loin, une onde de choc
droite se forme à l’entrée du diffuseur du moteur.

(a) (b)

Figure 1 – Gauche : entrée d’air avec une pointe avant déviant l’écoulement ; Droite entrée d’air
face à l’écoulement.

L’avion vole à une vitesse de vol correspondant au nombre de Mach M1 = 1.7 et les conditions
atmosphériques sont données par p1 = 0.115 atm et T1 = −55◦C. L’air est considéré comme un gaz
parfait avec r = 287 J/kg/K et γ = 1.4.

1. Déterminer les conditions de pression et température, p2 et T2, derrière l’onde de choc oblique,
ainsi que p3 et T3, après l’onde de choc droite.

2. Déterminer les conditions d’arrêt Ti3 et pi3 en entrée du diffuseur, derrière le choc droit. Comparer
et commenter ce résultat par rapport à celui correspondant à la configuration présentée à la figure
1 (b) où il n’y a pas de déviation préalable et une onde de choc droite fait directement face à
l’écoulement.
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I.22 Soufflerie à basse densité
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Figure 1 – Soufflerie à basse densité.

Une soufflerie destinée à l’étude d’écoulements supersoniques à basse densité fonctionne suivant le
principe suivant (figure 1).

De l’azote prélevé dans un réservoir à température ambiante T0=290 K est détendu de manière
adiabatique dans un détendeur D jusqu’à une pression réglable p0. Le gaz est ensuite accéléré dans
une tuyère à symétrie de révolution. A la sortie de la tuyère, le gaz débouche dans un grand caisson
maintenu à une pression p∞ par un groupe de pompage. Cette pression p∞ peut être ajustée en
agissant sur la vanne V .

Le fonctionnement normal de la soufflerie est obtenu lorsque la pression p∞ dans le caisson est
égale à la pression d’éjection de la tuyère : le régime de tuyère est dit adapté. Le caisson est
alors traversé par un jet uniforme dont les conditions (désignées par l’indice A) sont les conditions
d’éjection de la tuyère. Les maquettes sont placées dans ce jet. La tuyère est choisie en fonction
des conditions à obtenir.

On se propose d’étudier l’écoulement dans le jet, dans les conditions suivantes :

nombre de Mach MA = 2, nombre de Reynolds ReA = 100

Le nombre de Reynolds ReA est calculé en prenant comme longueur de référence la longueur L des
maquettes qui est fixée, compte-tenu des dimensions de la veine, à L=0.04 m.

L’azote sera considéré comme un gaz parfait à chaleurs spécifiques constantes de rapport γ égal
à 1.4 et de masse molaire M = 28.01 g mol−1. Le coefficient de viscosité de l’azote est donné en
fonction de la température par la relation :

µ = (1.66 10−7)(T 0.82)

où µ et T sont exprimés en unités du système international.
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0. Question préliminaire

Calculer la constante r intervenant dans la loi d’état du gaz parfait pour du diazote N2. Comparer
la valeur trouvée à celle de l’air.

I. Fonctionnement de la soufflerie

I.1 Calculer les grandeurs caractéristiques de l’écoulement dans le jet, dans les conditions normales
de fonctionnement de la soufflerie : température d’arrêt TiA, température TA, vitesse vA, coefficient
de viscosité µA, densité ρA et pression pA.

I.2 A quelles valeurs faut-il régler la pression du caisson p∞ et la pression d’arrêt isentropique pi0 ?

I.3 Le diamètre Dc du col de la tuyère a pour valeur Dc=0.18 m. Calculer le débit masse ṁ et le
diamètre théorique De de la section de sortie de la tuyère. Le diamètre De sera calculé en négligeant
l’épaisseur de la couche limite qui se développe sur la paroi de la tuyère.

II. Exploration de l’écoulement

On explore l’écoulement au moyen d’un tube de Pitot. Cet obstacle crée une onde de choc détachée
(figure 2) que l’on peut assimiler à une onde de choc droite au voisinage du tube. Les conditions
de l’écoulement en aval de cette onde de choc droite sont désignées par l’indice B.

II.1 Que représente la pression pT mesurée par le tube ? Calculer pT lorsque la soufflerie fonctionne
dans les conditions normales.

II.2 Calculer les grandeurs caractéristiques de l’écoulement en aval de l’onde de choc :

pression pB, température TB, vitesse vB

A

p
0p
i0

A B

Onde de choc
détachée

Tube de Pitot

p

T

v

M

p

T

v

M
A

A

A

A B

B

B

B

(a)

(b)

Figure 2 – L’écoulement est exploré au moyen d’un tube Pitot. (a) Structure de l’écoulement au
voisinage du tube. (b) Schématisation de l’écoulement à l’aide d’une onde de choc
droite.
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III. Régime d’écoulement en fonction de p∞

Les parties précédentes ont considéré un régime de tuyère adaptée (pA = p∞). On varie maintenant
la pression p∞ à l’aide de la vanne de régulation.

III.1 Pour quelle pression p∞ une onde de choc droite se place au niveau de la section de sortie Ae ?

III.2 Pour p∞ = 6 Pa, quel régime d’écoulement est obtenu en sortie de la tuyère ? Déterminer les
caractéristiques de l’écoulement juste après la sortie.

III.3 Pour p∞ = 13 Pa, quel régime d’écoulement est obtenu ?

III.4 A partir de quelle pression p∞, la tuyère n’est plus amorcée ?

IV. Discussion des hypothèses

On revient au cas de la tuyère adaptée (pA = p∞) étudié dans les parties II et I.

IV.1 En réalité, pour tenir compte de la couche limite qui se développe sur les parois de la tuyère,
le diamètre de la section de sortie de la tuyère vaut Dg=0.29 m. Calculer l’épaisseur de déplacement
δ∗ dans la section de sortie de la tuyère et commenter le résultat. On pourra admettre que la couche
limite a une épaisseur négligeable au col.

IV.2 L’épaisseur d’une onde de choc est égale environ à 4λ, où λ désigne le libre parcours moyen
du gaz dans les conditions régnant en amont de l’onde de choc. Sachant que le libre parcours moyen
λS dans les conditions standard de température et de pression (TS =298.15 K, pS = 101 325 Pa)
est égal pour l’azote à 8 10−8 m, calculer l’ordre de grandeur de l’épaisseur de l’onde de choc droite
produite par le tube de Pitot. Commenter le résultat.



50 Recueil de Problèmes

I.23 Une installation expérimentale pour la combustion cryotech-
nique

NB Les principales données numériques sont rassemblées à la page 5.

LN2

LN2
Hélium

Cadre de bouteilles GH2

Détendeur

Col sonique

Vanne GH2

Vanne LOXVanne LOX

Débimètre

Chambre de
combustion

Tuyère

Injecteur coaxial

GH 2

LOX

p

T
g0

g0

z
R

p
R

p1

t

Figure 1 – Vue d’ensemble de l’installation expérimentale pour la combustion cryotechnique.

On propose d’étudier dans ce problème, quelques éléments d’une installation expérimentale pour
la combustion cryotechnique. L’installation est représentée à la Figure ??. Elle comporte :
• Une ligne d’alimentation en oxygène liquide (LOX). L’oxygène liquide sera désigné dans

toute la suite par l’indice l.
• Une ligne d’alimentation en hydrogène gazeux (GH2). L’hydrogène gazeux sera désigné dans

toute la suite par l’indice g.
• Une chambre de combustion rectangulaire. La section de la chambre est carrée (coté a = 5

cm). La longueur de la chambre est L = 45 cm. La chambre comporte des hublots latéraux
transparents permettant l’observation directe de la zone de flamme.
• Une tuyère convergente-divergente assurant l’éjection des gaz issus de la chambre de com-

bustion.
La pression qui règne à l’extérieur de la chambre est pa = 1 bar. L’oxygène liquide et l’hydrogène
gazeux sont injectés dans la chambre par le biais d’un injecteur coaxial représenté schématiquement
à la Figure 2. L’oxygène liquide s’écoule dans le tube central de cet élément appelé “Pitot-LOX”.
Le diamètre de sortie du Pitot-LOX est Dl = 5 mm. L’hydrogène gazeux passe dans le conduit
annulaire de diamètre externe Dge = 12 mm et de diamètre interne Dgi = 5.6 mm.
La ligne d’alimentation en oxygène liquide comporte un réservoir de 180 l. Ce réservoir est pressu-
risé par de l’hélium gazeux qui n’est pas soluble dans l’oxygène liquide et ne pollue pas ce dernier.
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Figure 2 – Vue de détail de l’injecteur coaxial.

L’oxygène liquide passe d’abord dans un échangeur de chaleur alimenté en azote liquide (LN2). La
température du LOX en sortie de cet élément est Tl0 = 80 K. Le refroidissement du LOX permet
d’éviter la cavitation de l’écoulement dans la ligne. Ce phénomène apparâıt lorsque la pression locale
dans l’écoulement s’approche de la pression de vapeur saturante correspondant à la température
locale du fluide. La pression de vapeur saturante pour Tl0 = 80 K est pv = 0.30 bar (cette donnée
ne sera pas utilisée dans ce problème).

L’oxygène liquide passe ensuite dans une ligne de section constante de diamètre Dl0 = 10 mm.
On trouve sur cette ligne un débitmètre et plusieurs électrovannes. La ligne d’alimentation est
raccordée au tube d’injection par une section profilée. Le tube d’injection de diamètre Dl = 5 mm
comporte un trou calibré de diamètre dp. Ce diaphragme a pour objectif d’assurer une perte de
charge suffisante pour découpler le comportement dynamique de la chambre de la réponse dyna-
mique de la ligne d’alimentation. On évite ainsi des comportements oscillatoires de l’ensemble. On
considère en général que le découplage est réalisé si la perte de charge ∆p est au moins égale à 20%
de la pression qui règne dans la chambre de combustion.

L’hydrogène gazeux est stocké dans deux cadres comportant un total de 28 bouteilles sous une
pression initiale de 200 bars. L’hydrogène passe dans un détendeur qui ramène sa pression à une
valeur constante de pg0 = 50 bar. La ligne d’hydrogène a un diamètre suffisamment grand pour
que l’on puisse considérer que la pression d’arrêt en aval du détendeur est constante et égale à
50 bars jusqu’au col sonique placé sur cette ligne. La température de l’hydrogène est fixée à la
température ambiante Tg0 = 290 K. Comme la vitesse dans la ligne est très faible on pourra assi-
miler la température d’arrêt à la température ambiante Tig = Tg0 = 290 K. Le col sonique permet
de fixer le débit masse d’hydrogène. En aval du col sonique, on trouve un ensemble d’ondes de choc
(qui ne seront pas calculés ici) et l’écoulement redevient subsonique jusqu’à l’injecteur.

Le point de fonctionnement nominal de l’installation (désigné dans toute la suite par “point C”)
correspond à un débit masse d’oxygène liquide ṁl = 50 g s−1 et un débit masse d’hydrogène gazeux
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ṁg = 15.3 g s−1. On va étudier successivement la ligne d’oxygène, la ligne d’hydrogène, la chambre
de combustion et la tuyère.

Pour simplifier l’analyse on fera les hypothèses suivantes :
• Les pertes de charge dans la ligne d’oxygène sont uniquement associées au frottement dans

la ligne et au diaphragme.
• Les lignes d’alimentation, le débimètre, le col sonique, l’injecteur sont adiabatiques.
• Tous les gaz sont parfaits et leur rapport γ est constant et égal à 1.4.
• L’écoulement est unidimensionnel dans les lignes d’alimentation, en sortie de chambre de

combustion et dans la tuyère d’éjection.

I. Ligne d’oxygène

La pression dans la chambre de combustion au niveau du plan d’injection est p1 = 10 bar.

(1) Déterminer la vitesse d’injection de l’oxygène liquide (la vitesse dans la section de sortie du
Pitot-LOX). Cette vitesse sera désignée par vl. Calculer la vitesse vl0 dans la ligne d’alimentation.

(2) L’écoulement dans la ligne d’alimentation est-il laminaire ou turbulent ?

(3) La ligne d’alimentation LOX a une longueur l = 40 m, son diamètre Dl0 = 10 mm et sa rugosité
relative est 3 10−2. Evaluer la perte de charge dans cette ligne. On donnera cette perte de charge
en J kg−1 puis en Pascal.

(4) La perte de charge dans le diaphragme peut être estimée à l’aide d’une expression empirique
de la forme :

es = (
1

2
)kv2

l

avec k = 2.02/(β)2 où β désigne le rapport de la section de l’orifice dans le diaphragme à la section
du tube contenant le diaphragme : β = Ap/Al. Quelle valeur doit on adopter pour le diamètre dp
pour obtenir la perte de charge permettant le découplage de l’alimentation et de la chambre ?

(5) Quelle pression doit on donner à l’hélium pour assurer l’alimentation de l’injecteur ? La surface
de l’oxygène liquide dans le réservoir se trouve à 5 m en dessous de l’axe d’injection (l’axe de la
chambre).

II. Ligne d’hydrogène

Le volume total des bouteilles d’hydrogène est de 2.5 m3. L’hydrogène est stocké sous une pression
de 200 bars à une température Tg = 290 K.

(1) Calculer la constante rg de l’hydrogène puis déterminer cpg Quelle est la masse totale d’hy-
drogène disponible dans le réservoir ?

(2) Lorsque la pression dans le réservoir descend en dessous de 60 bars, l’hydrogène n’est plus
utilisable car le détendeur ne peut plus assurer une pression fixe de 50 bars en amont du col
sonique. Quelle est la masse d’hydrogène effectivement disponible pour les essais ? Quelle est la
durée totale d’essai correspondante ?

(3) Le col sonique permet de fixer le débit masse à la valeur nominale souhaitée. Calculer la section
Ac du col sonique et le diamètre dc permettant d’obtenir les conditions du point C.
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(4) La pression d’éjection de l’hydrogène est pg = p1 = 10 bar. Quelle est la température d’arrêt de
l’hydrogène dans la section d’éjection ? Calculer la vitesse d’éjection de l’hydrogène vg. Déterminer
Tg et ρg.

III. Chambre de combustion

On supposera que l’hydrogène et l’oxygène réagissent pour donner de l’eau :

H2 +
1

2
O2 −→ H2O

Cette réaction indique que 1 g d’hydrogène et s = 8 g d’oxygène donnent 1 + s = 9 g d’eau (ici
s est le rapport stoechiometrique massique). On supposera que cette réaction est totale. Comme
l’hydrogène est en excès, tout l’oxygène réagit dans la chambre mais il reste de l’hydrogène. La
chaleur dégagée par la combustion de 1 kg d’hydrogène sera prise égale à q = 108 J kg−1 (en réalité
la chaleur dégagée est plus importante mais la valeur retenue permet d’éviter de prendre en compte
la variation de cp avec la température). En sortie de chambre, les gaz sont parfaitement mélangés
et on peut considérer que l’écoulement est unidimensionnel.

(1) Calculer les débits masse d’hydrogène et d’eau en sortie de chambre (ṁH2 et ṁH20). Déterminer
les fractions massiques d’hydrogène et d’eau dans cette section (YH2 et YH2O). Calculer la masse
molaire du mélange dans la section de sortie et déduire la constante r et la chaleur massique cp de
ce mélange.

(2) Calculer la température d’arrêt en sortie de chambre. On pourra négliger dans ce calcul l’en-
thalpie associée à l’oxygène liquide ainsi que la chaleur latente de vaporisation du LOX.

(3) La vitesse des gaz v2 dans la section de sortie n’est pas très grande. La pression p2 qui régne
dans la section de sortie est alors pratiquement égale à la pression qui régne dans le plan d’injection
p1 = 10 bars. A l’aide d’approximations justifiées, estimer la pression v2 dans la section de sortie de
la chambre et le nombre de Mach correspondant. Estimer la pression d’arrêt pi2 dans cette section.

IV. Tuyère

On fait fonctionner la chambre de combustion dans les conditions du point C.

(1) Déterminer la section du col de la tuyère At qui permet d’assurer ce point de fonctionnement
et le diamètre dt correspondant.

(2) La section d’éjection de la tuyère possède un diamètre de = 2 cm. Déterminer les conditions de
l’écoulement dans cette section (nombre de Mach Me, pression pe, température Te, vitesse ve).

(3) En réalité une couche limite s’établit dans la tuyère.

L’épaisseur de déplacement au niveau du col est δ∗ = 0.5 mm. Quel diamètre d
′
t faut-il donner au

col de la tuyère pour assurer le fonctionnement au point C ?
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Données

• Masse volumique du LOX ρl = 1140 kg m−3

• Viscosité du LOX µ = 1.89 10−4 kg m−1 s−1

• Rapport des chaleurs spécifiques (pour les gaz) γ = 1.4
• Coté de la chambre a = 5 cm
• Longueur de la chambre L = 45 cm
• Diamètre de sortie du Pitot-LOX Dl = 5 mm
• Diamètre de la ligne d’alimentation LOX Dl0 = 10 mm
• Diamètre externe du conduit annulaire GH2 Dge = 12 mm
• Diamètre interne du conduit annulaire GH2 Dgi = 5.6 mm
• Pression ambiante pa = 1 bar
• Pression du GH2 en aval du détendeur pg0 = 50 bar
• Température du GH2 en aval du détendeur Tg0 = 290 K
• Température du LOX en sortie de l’échangeur Tl0 = 80 K
• Débit masse d’oxygène liquide au point C ṁl = 50 g s−1

• Débit masse d’hydrogène gazeux au point C ṁg = 15.3 g s−1

• Pression dans la chambre de combustion au niveau du plan d’injection p1 = 10 bar
• La distance verticale entre l’axe de la chambre et la surface du LOX est : zC − zR = 5 m
• Chaleur dégagée par la combustion de 1 kg d’hydrogène q = 108 J kg−1
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I.24 Etudes de quelques aspects de l’A380

L’A380 a effectué son premier vol l’année dernière. La conception, le développement et la fa-
brication de ce véhicule ont constitué des défis technologiques et industriels considérables. On
propose d’étudier dans ce problème quelques aspects de ce projet. Certaines valeurs numériques
données dans cette étude sont indicatives et ne décrivent pas de façon exacte les caractéristiques du
véhicule. On envisage dans la première partie les caractéristiques d’un des points de vol au cours
de la croisière. On traite dans la deuxième partie de la transposition de mesures réalisées en souf-
flerie. L’objectif sera d’obtenir, à partir des essais sur maquette, les valeurs sur l’avion à l’échelle
1. La troisième partie du problème porte sur la propulsion. On propose d’estimer quelques unes
des caractéristiques des moteurs à double flux qui équipent le véhicule. La quatrième partie est
consacrée à une analyse de l’effet de flèche sur l’aérodynamique de la voilure et l’intensité du choc
qui se forme sur l’extrados. Il s’agit de montrer que la flèche permet de réduire la perte d’efficacité
aérodynamique de la voilure.
• On envisage dans tout le problème un point de vol unique du début de la croisière.
• L’air sera traité comme un gaz parfait avec r = 287 J kg−1 K−1 et γ = 1.4. On rappelle que

le facteur ψ∗ = 0.810 pour cette valeur de γ. On prendra g = 9.81 m s−2 pour l’accélération
de la pesanteur. On prendra pour la viscosité de l’air une expression de la forme :

µ = µr(
T

Tr
)3/4 (2)

avec µr = 1.71 10−5 kg m−1 s−1 et Tr = 273 K. Dans ces expressions l’indice r désigne les
conditions de référence.

Elément Longueur de Surface de Surface
référence (m) référence (m2) mouillée (m2)

Fuselage 72.7 1400
Voilure 10.7 845 1700
Empennage 7.3 410
Dérive 8.3 230

Tableau 1 – Caractéristiques géométriques principales.

• Les caractéristiques géométriques principales sont rassemblées au tableau 1. La longueur
du fuselage est l = 72.7 m. La surface mouillée du fuselage est SF = 1400 m2. La surface
de voilure de l’A380 est S = 845 m2 (il s’agit de la surface projetée sur un plan horizon-
tal). On prendra cette surface S comme surface de référence dans les calculs de coefficients
aérodynamiques. Ainsi, par exemple, les coefficients de portance et de trâınée seront pris
sous la forme :

CL =
L

1
2ρ0U2S

CD =
D

1
2ρ0U2S

(3)

où L et D sont respectivement les portance et trâınée du véhicule.
L’envergure de la voilure est b = 79.6 m. On prendra comme surface mouillée de la voilure SV =
1700 m2. L’angle de flèche de la voilure est de Λ = 34◦. On prendra comme longueur de référence
pour le calcul des nombres de Reynolds les cordes moyennes données au tableau 1. Un paramètre
important qui définit le rendement aérodynamique de la voilure est l’allongement (“Aspect ratio”),
défini comme le rapport du carré de l’envergure à la surface de la voilure :

A =
b2

S
(4)
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Figure 1 – Vue de dessus de l’A380

I. Caractéristiques aérodynamiques du vol en croisière

L’altitude de croisière est 35000 ft (10668 m). A cette altitude, les pression et température sont
p0 = 2.416 104 Pa et T0 = 219 K. Le nombre de Mach de vol est M0 = 0.85. Au point de vol
considéré la masse totale du véhicule est m = 540 T. En vol de croisière et à vitesse stabilisée
(constante), la portance est égale au poids du véhicule (L = W ) et la poussée des moteurs équilibre
la trâınée (T (4 moteurs) = D).

I.1 Déterminer la masse volumique ρ0 et la viscosité de l’air µ0 à l’altitude de croisière puis calculer la
vitesse de l’avion U . Déterminer le paramètre q = (1/2)ρ0U

2 souvent appelé “pression dynamique”.
Calculer le coefficient de portance CL dans les conditions de vol stabilisé.

I.2 Calculer les nombres de Reynolds de voilure, du fuselage de l’empennage et de la dérive ReV ,
ReF , ReE , ReD. On placera tous les résultats de calcul dans le tableau 2 que l’on remettra en même
temps que la copie. L’écoulement est turbulent sur la majeure partie de la voilure et du fuselage.
Dans ces conditions on peut estimer le coefficient de frottement global de chacun des éléments qui
composent l’avion au moyen des formules de Prandtl et de Prandtl-Schlichting :

Cf =
0.074

Re0.2 pour Re < 107 Prandtl

Cf =
0.455

(log10 Re)2.584
pour Re > 107 Prandtl-Schlichting (5)

Le coefficient de frottement de chaque élément est défini par

Cf =
Di

1
2ρ0U2Si

(6)

où Di représente la trâınée de frottement sur l’élément i et Si représente la surface mouillée de
cet élément. Déterminer les coefficients de frottement de la voilure Cf (V ), du fuselage Cf (F ), de
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l’empennage Cf (E) et de la dérive Cf (D) puis calculer les trâınées de frottement de ces éléments
DV , DF , DE et DD. En déduire une estimation de la trâınée de frottement totale Df .
En pratique, la trâınée est supérieure à la trâınée de frottement du fait de trâınées additionnelles
et des interférences aérodynamiques. En première approximation on peut considérer que la trâınée
de frottement est augmenté de 30 % et on peut donc déduire la trâınée par la règle simple suivante
D0 = 1.30Df . Déterminer le coefficient de trâınée CD0.

Elément Longueur de Surface Nombre de Coefficient Trâınée (N)
référence (m) mouillée (m2) Reynolds (Re) de frott. Cf

Fuselage 72.7 1400

Voilure 10.7 1700

Empennage 7.3 410

Dérive 8.3 230

Tableau 2 – Les trâınées de frottement des éléments principaux.

I.3 Une autre composante de trâınée doit être prise en compte. Il s’agit de la trâınée induite associée
à la portance. Le coefficient de trâınée peut être représenté comme une somme de deux termes :

CD = CD0 + CDi (7)

où CD0 correspond à toutes les composantes de trâınée qui ne sont pas associées à la portance
et CDi désigne le coefficient de trâınée induite associée à la portance. On peut montrer que ce
coefficient varie comme le carré du coefficient de portance et qu’il est inversement proportionnel à
l’allongement :

CDi =
CL

2

πeA
(8)

où A désigne l’allongement de la voilure et e est un paramètre empirique qui décrit l’efficacité de
voilure. On prendra e = 0.81 dans les applications. Déterminer le coefficient CD puis calculer la
trâınée totale de l’avion D dans les conditions définies plus haut pour la croisière.

II. Transposition des mesures réalisées en soufflerie

Pour vérifier les estimations réalisées plus haut on se propose de transposer des mesures effectuées
en soufflerie sur une maquette à l’échelle 1/30. Les dimensions géométriques de la maquette se-
ront repérées par un prime. Ainsi par exemple l′ désigne la longueur du fuselage de la maquette,
S′ représente la surface de référence sur la maquette. La soufflerie peut être pressurisée et la
température des gaz peut être abaissée au moyen d’une injection d’azote liquide. Les dimensions
de la soufflerie ne permettent pas d’utiliser une maquette complète et on utilise pour cette raison
une demi-maquette.
Dans l’analyse qui va suivre on suppose que la soufflerie fonctionne avec de l’air. On choisit de
ramener la température de l’air en amont de la maquette à une valeur de T ′0 = 120 K. Bien que
la température soit proche des conditions de liquéfaction, on suppose pour simplifier que l’air se
comporte comme un gaz parfait.
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II.1 Quelles sont les conditions qui permettent d’assurer la similitude dynamique entre la maquette
et l’avion à l’échelle 1 ? Expliquer pourquoi il est intéressant d’augmenter la pression et d’abaisser
la température dans la veine d’essai.

II.2 Déterminer la vitesse d’écoulement U ′ en amont de la maquette placée dans la soufflerie.

II.3 Calculer la pression dans la veine d’essai p′0 et la pression d’arrêt isentropique p′i0 qu’il faut
assurer pour générer l’écoulement.

II.4 On mesure une trâınée de 2436 N sur la demi-maquette soit D′ = 4872 N pour une maquette
complète. Déduire de cette mesure la trainée sur l’avion à l’échelle 1 et comparer ce résultat à
l’estimation obtenue plus haut.

III. Propulsion

L’A380 est propulsé par 4 moteurs à double flux. Les deux types de moteurs proposés sont le Trent
977 développé par Rolls-Royce et le GP7277 développé par General Electric, Pratt et Whitney et
Snecma. Ces deux types de moteurs doivent pouvoir fournir une poussée maximum de 76500 lbf
('340 kN). Ce chiffre est donné à titre purement indicatif et ne sera pas utilisé dans les calculs. La
géométrie générale d’un des moteurs est représentée à la figure 2. Chaque moteur est placé dans
une nacelle dont la forme est schématisée à la figure 3.

Flux froid

Flux chaud

Soufflante
Rotor Stator

Flux chaud

Flux froid

m 

m Ce

m C Débit masse d’air entrant dans le flux chaud m Ce Débit masse sortant du flux chaud

Fm 

F

Débit masse d’air passant dans le flux froid 

m K Débit masse de kérosène

m 

m Débit masse d’air total

Figure 2 – Vue globale d’un des moteurs

• La section d’entrée de la nacelle a une surface A1 = 6.605 m2 correspondant à un diamètre
d1 = 2.90 m. Les sections d’entrée et de la soufflante ont la même valeur A1 = A2 = 6.605
m2 (le diamètre de la soufflante est d2 = 2.95 m et le diamètre du moyeu est dm = 0.54 m).
• On désigne par ṁF le débit d’air qui passe dans le flux externe (flux froid) et par ṁC le débit

d’air qui passe dans la partie chaude du moteur (flux chaud). On appelle taux de dilution
le rapport des débits masse d’air entrant dans le moteur et passant dans les parties froides
et chaudes respectivement

α =
ṁF

ṁC

• Le débit sortant de la partie chaude est ṁCe = ṁC + ṁK où ṁK représente le débit masse
de kérosène. On appelle rapport de mélange, le rapport des débits masse de kérosène et d’air
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dans la partie chaude du moteur

f =
ṁK

ṁC

Cette quantité est petite devant l’unité f << 1.
• Les pressions qui règnent dans les sections d’éjection des flux froid p4 et chaud pCe sont

égales à la pression ambiante p4 = pCe = p0. La température des gaz issus du flux froid est
égale à la température qui régne en amont : T4 = 219 K.

Flux froid

Flux chaud

Soufflante
Rotor Stator

Flux chaud

Flux froid

m Ce

m F
m 

Section 2
Section 1

Section 3

Section 4

Section 0

M0

p
0

T0

Nacelle

m C

m F

m K

Kérosène

Flux 
chaud

Flux 
chaud

Figure 3 – Vue schématique du moteur placé dans sa nacelle et définition des sections. Le nombre
de Mach dans la section 0 est M0 = 0.85. Dans la section 1, ce nombre est M1 = 0.58.

Pour assurer le vol stabilisé, chaque moteur doit fournir dans ces conditions une poussée T =
76000 N. Le taux de dilution du moteur en croisière est α = 8.7 et le rapport de mélange en
croisière est f = 0.023.

On considère l’écoulement dans le moteur et on va uniquement analyser le flux froid. Les sections 0,
1, 2, 3 et 4 désignent respectivement les conditions à l’infini amont, la section d’entrée de la nacelle,
la section située immédiatement en amont de la soufflante, la section située immédiatement en aval
de la soufflante, la section d’éjection du flux froid. Entre les sections 0 et 2 et entre les sections 3
et 4 on pourra supposer que l’écoulement est isentropique.

III.1 Le nombre de Mach dans la section d’entrée de la nacelle est M1 = 0.58. Calculer toutes les
caractéristiques de l’écoulement dans les sections (0), (1) et (2) ; remplir les colonnes correspon-
dantes du tableau 4. Déterminer le débit masse d’air capté par le moteur ṁ, et les débits masse
ṁF , ṁC et ṁCe. On portera les résultats de calcul au tableau 3 que l’on rendra avec la copie.

III.2 La vitesse de sortie des gaz issus de la partie chaude est vCe = 440.6 m s−1. Déterminer la
poussée correspondant à cette partie du moteur.

III.3 Calculer la vitesse v4 qu’il faut donner aux gaz éjectés par la soufflante (du côté du flux froid)
pour obtenir la poussée visée. Déterminer M4 puis la valeur de la surface d’éjection du flux froid
A4.

III.4 La section (3) a une surface A3 = 3.819 m2. Déterminer les conditions dans la section (3)
puis calculer le rapport p3/p2. Déterminer les conditions de l’écoulement dans toutes les sections.
Compléter le tableau 4. On déterminera les pressions, pressions d’arrêt isentropique, températures,
températures d’arrêt, les nombres de Mach et les vitesses.
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Débit masse d’air Débit masse d’air Débit masse d’air Débit total éjecté
total ṁ du coté froid ṁF du coté chaud ṁC du coté chaud ṁCe

Tableau 3 – Débits masse en kg s−1

Paramètre Section ( 0 ) Section ( 1 ) Section ( 2 ) Section ( 3 ) Section ( 4 )

Pression (bar)
0.2416 0.2416

Pression
d’arrêt (bar)

Température (K)
219 219

Température
d’arrêt (K)

Nombre de
Mach M 0.85 0.58

Vitesse (m s−1)

Surface (m2)
6.605 6.605 3.819

Tableau 4 – Caractéristiques de l’écoulement dans le flux froid du moteur.

IV. Ecoulement sur l’extrados de la voilure

La portance est obtenue sur une voilure en accélérant l’écoulement sur l’extrados (la partie supérieure
de l’aile) et en décélérant l’écoulement sur l’intrados (la partie inférieure de l’aile). Pour un nombre
de Mach de vol M0 = 0.85, l’écoulement sur l’extrados devient supersonique et le nombre de Mach
atteint localement une valeur M1 = 1.35. La région supersonique se termine par une onde de choc
(voir figure 4). On désigne par les indices 1 et 2 les conditions qui règnent en amont et en aval de
ce choc. Dans la conception de la voilure on cherche à réduire l’intensité de ce choc pour diminuer
la recompression de l’écoulement.

IV.1 On suppose tout d’abord que la voilure a été dessinée sans flèche (Λ = 0◦) (figure 4 (a)).
Le choc est alors perpendiculaire à la direction de l’écoulement. Déterminer le rapport de pression
p2/p1 puis calculer la variation de coefficient de pression associée au choc

∆Cp =
p2 − p1

(1/2)ρ0U2
.

IV.2 On donne à la voilure un angle de flèche Λ = 34◦. Dans ces conditions le choc de recompression
suit la direction de la voilure (figure 4 (b)). Le choc devient oblique par rapport à la direction de
l’écoulement. Déterminer le nombre de Mach normal au choc M1n puis calculer p2/p1. Calculer la
variation de coefficient de pression associée à cette nouvelle configuration.
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Figure 4 – Vue de coté et vue de dessus de l’écoulement sur l’extrados de la voilure. Le nombre
de Mach atteint une valeur M1 = 1.35 (a) Dans le cas d’une aile sans flèche, un choc
droit assure la recompression de l’écoulement sur l’extrados. (b) Dans le cas d’une aile
avec flèche, le choc de recompression est oblique par rapport à l’écoulement. L’angle
du choc par rapport à l’écoulement est approximativement égal à l’angle de flèche Λ.
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Chapitre II

Questionnaires-tests
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II.1 Questionnaire-test 1 : Analyse Dimensionnelle

1. Combien faut-il de nombres sans dimensions Π pour exprimer la fonction f(c, v, t, ν, l) = 0
conformément au théorème Vaschy-Buckingham ?

La fonction f dépend de la vitesse du son c, de la vitesse de l’écoulement v, du temps t, de la
viscosité cinématique ν et d’une longueur caractéristique l.

2. Donner les expressions des nombres sans dimensions Πi qui permettent d’exprimer la loi précédente
sous la forme Ψ(Πi) = 0 :

3. Que représente le nombre de Reynolds pour un écoulement :

Re ∼
Donner l’expression de ce nombre :

Re =

4. Que représente le nombre de Froude pour un écoulement :

Fr ∼
Donner l’expression de ce nombre :

Fr =

5. Montrer que le nombre de Strouhal St = fd/U est un nombre sans dimensions :

6. De nombreuses observations expérimentales montrent qu’un cylindre de diamètre d placé dans
un écoulement uniforme de vitesse U rayonne des ondes sonores dont la fréquence est telle que
St = fd/U ∼ 0.12. Déterminer la fréquence émise par l’antenne d’une voiture qui se déplace à une
vitesse de 72 km/h. Le diamètre de l’antenne est 3 mm.

f =

5 - 2 = 3 

M = v/c, Re = vl/nu, St = L/tv

vl/nu

v²/gl

Force inertie/ Force visqueuse

Force inertie / Force de pesanteur

[f] = 1/T, ie f~1/t

800 Hz
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7. Précisez quels sont les paramètres adimensionnels à conserver pour respecter les conditions de
similitude dans les cas suivants :

Nombre de Nombre de Nombre de
Reynolds Froude Mach

Conduite remplie de gaz A B C
Navire de surface A B C
Sous-marin en plongée A B C
Automobile classique A B C
Avion supersonique A B C

8. Une surface portante présente un coefficient de portance CL = 0.1 pour un angle d’incidence de
2o. Calculer la portance lorsque la vitesse de l’air est v = 200 m s−1. On prendra S = 300 m2 et
ρ = 1 kg m−3.

L =

9. De l’eau (µ ' 10−3 Poiseuille, ρ = 1000 kg m−3) s’écoule dans une tuyauterie de 0.20 m de
diamètre à une vitesse de 1 m s−1. Pour quelle valeur de la vitesse, la similitude dynamique sera-t-
elle réalisée avec un écoulement d’air (µ ' 1.8 10−5 Poiseuille, ρ = 1.2 kg m−3) dans une tuyauterie
de 1 m de diamètre ?

A- v = 0.1 m s−1

B- v = 1 m s−1

C- v = 3 m s−1

D- v = 9 ms −1

10. Montrer que le nombre de Prandtl Pr = µcp/k est un nombre sans dimensions.

11. La propagation de la houle à la surface libre d’un océan est caractérisée par cinq paramètres
dimensionnels :
T la période de la houle
λ la longueur d’onde
A l’amplitude de la houle
g l’accélération de la pesanteur
h la profondeur
Montrer que l’on peut écrire :

T
( g
λ

)1/2
= f

(
A

λ
,
h

λ

)

Que peut-on dire dans la situation ou l’amplitude A est faible et la profondeur h grande ?

C_LρSv²
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II.2 Questionnaire-test 2 : Diagnostics expérimentaux et Simula-
tions numériques

1. Donner l’expression de la vitesse à partir de la mesure de la différence de pression entre les deux
prises d’une antenne de Prandtl (=tube de Pitot).

2. Que signifient les acronymes LDV et PIV ? Quel est l’avantage principal de ces deux techniques
pour la mesure de vitesse ?

3. Sur quel principe physique repose la mesure de vitesse par fil chaud ? A quoi correspond la valeur
de vitesse mesurée ?

4. Déterminer une approche numérique pour déterminer portance et trainée visqueuse d’un profil
d’aile à partir de considérations sur les écoulements potentiels et la théorie de la couche limite.
Pour quel régime d’écoulement cette approche est-elle limitée ?

5. Entourer la ou les réponse(s) correcte(s) :

Un écoulement turbulent est
A. est un écoulement potentiel.
B. dominé par les forces visqueuses.
C. dominé par les forces d’inertie.
D. contient deux types d’échelles turbulentes : des grandes d’une part, et des petites d’autre

part.
E. contient une multitude d’échelles continument entre les plus grandes échelles et les plus

petites échelles.
F. peut être résolu exactement par la simulation numérique.
G. ne peut pas être résolu par la simulation numérique.
H. peut être résolu exactement par la simulation numérique pour un nombre de Reynolds

modéré.
I. peut être résolu par la simulation numérique pour un nombre de Reynolds modéré.
J. peut être caractérisé expérimentalement à l’aide d’une sonde Pitot.
K. peut être caractérisé expérimentalement à l’aide d’une sonde à fil chaud.
L. ne peut pas être caractérisé expérimentalement.

6. Rappeler le principe des approches DNS, RANS et LES pour décrire un écoulement turbulent
par la simulation numérique. Quels sont leurs avantages et inconvénients ?

Démarche :
* calcule potentiel de champ de pression, vitesse autour du profil en négligeant les CL et effets visqueux
* utiliser champ de vitesse potentiel comme condition limite pour un calcul de couche limite sur les parois ex+in
* efforts de pression intégré à la peau à partir de la pression issue du calcul potentiel
* Les efforts de frottements sont intégrés à la peau à partir des résultats du code CL
* on ajoute
*on itère : épaissir refaire calcul potentiel, refaire calcul CL
ex : XFOIL
la méthode converge à condition de ne pas avoir de décollement de la CL ie pas de décrochage

LDV = Kaser Doppler Velocimetry
PIV : Particule Image Velocimetry
avantage : peu intrusif

C E I K


DNS = on résout toutes les échelles RE >> 1
RANS = résolution du champ moyen 
LES = hybride RANS/LES on résout les plus grandes échelles de turbulence puis on modélise les plus petites -> erreur de modélisation
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II.3 Questionnaire-test 3 : Equations générales de la dynamique
des gaz

1. L’équation h+ v2/2 = cte appliquée au fluide s’écoulant dans une canalisation suppose pour son
application que certaines conditions soient nécessairement remplies. Précisez lesquelles :

A- Absence de force de dissipation

B- Ecoulement permanent

C- Ecoulement adiabatique

D- Absence de générateur ou de récepteur d’énergie

E- Ecoulement unidimensionnel dans toute la canalisation

F- Ecoulement unidimensionnel en entrée et en sortie de la canalisation

2. Pour un écoulement isentropique, pour lequel γ est constant, la température :

A- ne peut dépasser la température génératrice

B- ne peut décrôıtre pour ensuite crôıtre en aval

C- est indépendante du nombre de Mach

D- est une fonction du nombre de Mach seulement

E- est une fonction du nombre de Mach et de la température d’arrêt

3. En partant de l’équation h + v2/2 = hi retrouver l’expression de la température T en fonction
de M et de Ti. On supposera que le gaz est parfait et calorifiquement parfait :

4. Dans un écoulement adiabatique, la température d’arrêt :

A- est une fonction du nombre de Mach

B- est indépendante du nombre de Mach

C- s’identifie à la température génératrice
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5. Que représente la pression d’arrêt isentropique.

6. Retrouver l’expression du rapport pi/p en fonction du nombre de Mach pour un écoulement
isentropique.

7. Un avion supersonique vole à Mach 2 à une altitude de 9 km où la température de l’air est 230
K. Quelle est la température d’arrêt sur le bord d’attaque de l’aile.

Ti =
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II.4 Questionnaire-test 4 : Ondes de choc

1. Une onde de choc stationnaire

OUI NON
- est une discontinuité dont l’épaisseur est
de quelques libres parcours moyens

- apparâıt dans un écoulement subsonique
qui subit une forte déflexion

- apparâıt dans un écoulement supersonique
pour réaliser l’ajustement de la pression
aux conditions qui règnent en aval

2. On considère un écoulement adiabatique dans un tube cylindrique, sans frottement sur les parois.

1 2

choc

Une onde de choc droite est établie dans un plan fixe. Préciser le sens de variation des grandeurs
dans le tableau ci-dessous :

variation variation variation
Grandeur négative positive nulle

Pression p A B C
Température T A B C
Nombre de Mach M A B C
ρv A B C
Impulsion p+ ρv2 A B C
Pression d’arrêt isentropique A B C
Enthalpie h A B C
Enthalpie d’arrêt hi A B C
Température d’arrêt Ti A B C
Entropie s A B C
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3. Montrer que la variation d’entropie au travers d’un choc doit être positive.

4. Une onde de choc faible

OUI NON
- correspond à un nombre de Mach amont
très proche de 1

- est caractérisée par une variation de pression
très faible

- s’apparente aux ondes sonores et se propage
à une vitesse égale à la célérité sonore

5. A l’aide des tables d’écoulement, déterminer les caractéristiques de l’écoulement en aval d’un
choc droit pour les conditions suivantes : p1 = 0.2 bar, M1 = 3 et T1 = 205 K. On supposera que
le gaz est parfait avec r = 287 J kg−1 K−1 et γ = 1.4.



Chapitre III

Annexes
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<latexit sha1_base64="zF8rsKmeSCDTKdgR0nXsnKOhaYA=">AAACAnicbVA9SwNBEN3z2/gVtRKbxSBYhbsoaBm0sRIVo0JyhL29iS7Z2z1258TjCDb+FRsLRWz9FXb+GzcxhSY+GHi8N8PMvCiVwqLvf3kTk1PTM7Nz86WFxaXllfLq2qXVmeHQ4Fpqcx0xC1IoaKBACdepAZZEEq6i7lHfv7oDY4VWF5inECbsRomO4Ayd1C5vtBDusTjRSWSAxkDPIVdaxrbXLlf8qj8AHSfBkFTIEKft8mcr1jxLQCGXzNpm4KcYFsyg4BJ6pVZmIWW8y26g6ahiCdiwGLzQo9tOiWlHG1cK6UD9PVGwxNo8iVxnwvDWjnp98T+vmWHnICyESjMExX8WdTJJUdN+HjQWBjjK3BHGjXC3Un7LDOPoUiu5EILRl8fJZa0a7FZrZ3uV+uEwjjmySbbIDgnIPqmTY3JKGoSTB/JEXsir9+g9e2/e+0/rhDecWSd/4H18A3/8l34=</latexit>

R
e

=
⇢
U

D

µ
<latexit sha1_base64="5ehSxkf4Y5BYYRL59uqmcSf46tM=">AAACCXicbVDJSgNBEO1xjXGLevTSGARPYSYKehGCevAYxSyQCaGnU5M06VnorhHDMFcv/ooXD4p49Q+8+Td2loMmPih4vFdFVT0vlkKjbX9bC4tLyyurubX8+sbm1nZhZ7euo0RxqPFIRqrpMQ1ShFBDgRKasQIWeBIa3uBy5DfuQWkRhXc4jKEdsF4ofMEZGqlToC7CA6a3kNFz6vqK8dRV/YjW6FWWukGSdQpFu2SPQeeJMyVFMkW1U/hyuxFPAgiRS6Z1y7FjbKdMoeASsrybaIgZH7AetAwNWQC6nY4/yeihUbrUj5SpEOlY/T2RskDrYeCZzoBhX896I/E/r5Wgf9ZORRgnCCGfLPITSTGio1hoVyjgKIeGMK6EuZXyPjNxoAkvb0JwZl+eJ/VyyTkulW9OipWLaRw5sk8OyBFxyCmpkGtSJTXCySN5Jq/kzXqyXqx362PSumBNZ/bIH1ifP/o+meA=</latexit>

4 4 5

Rugosité Relative
"

D
<latexit sha1_base64="Y17j+mRfST3AJ9Z09fMjiBHOacY=">AAACH3icbVDLSgNBEJz1bXxFPXoZDKKnsKuiHkU9eIxiVMiGMDvpjYOzM+tMbzAs+yde/BUvHhQRb/kbJzEHXwUNRVU33V1RKoVF3+97Y+MTk1PTM7OlufmFxaXy8sql1ZnhUOdaanMdMQtSKKijQAnXqQGWRBKuotvjgX/VBWOFVhfYS6GZsI4SseAMndQq74UI95ifZx1tBYabQM9BOq8LBQ3vMtamYWwYz8MuM5BaIbUq8pOiVa74VX8I+pcEI1IhI9Ra5Y+wrXmWgEIumbWNwE+xmTODgksoSmFmIWX8lnWg4ahiCdhmPvyvoBtOadNYG1cK6VD9PpGzxNpeErnOhOGN/e0NxP+8RobxQTMXKs0QFP9aFGeSoqaDsGhbGOAoe44wboS7lfIb5vJAF2nJhRD8fvkvudyuBjvV7bPdyuHRKI4ZskbWyRYJyD45JKekRuqEkwfyRF7Iq/foPXtv3vtX65g3mlklP+D1PwHtPKQn</latexit>

Facteurdefrottementf <latexit sha1_base64="C8ygowIPpdxVKCGNGo9+djecLI0=">AAACDXicbVC7SgNBFJ31GeMramkzGAWrsBsFLYOCWEYwD0hCmJ3cTYbMPpy5K4YlP2Djr9hYKGJrb+ffOJtsoYkHBg7n3Mfc40ZSaLTtb2thcWl5ZTW3ll/f2NzaLuzs1nUYKw41HspQNV2mQYoAaihQQjNSwHxXQsMdXqZ+4x6UFmFwi6MIOj7rB8ITnKGRuoXDNsIDJleMI8SK9oB6KkQEHwIc0/ZdzHrU6xaKdsmegM4TJyNFkqHaLXy1eyGP0yFcMq1bjh1hJ2EKBZcwzrdjDRHjQ9aHlqEB80F3ksk1Y3pkFLM0VOYFSCfq746E+VqPfNdU+gwHetZLxf+8VozeeScRQRQjBHy6yIslxZCm0dCeUMBRjgxhXAnzV8oHTKXRKJ03ITizJ8+TernknJTKN6fFykUWR47skwNyTBxyRirkmlRJjXDySJ7JK3mznqwX6936mJYuWFnPHvkD6/MHvqGb+A==</latexit>
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dy

Figure 1 – Le diagramme de Moody donne le facteur de frottement f des conduites industrielles
(avec une incertitude relative de 5% à 10%) qui permet de calculer les pertes de charge
régulières par frottement.
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Tables d’écoulement isentropique avec changement de section pour
γ = 1.40

M T/Ti p/pi ρ/ρi (p/pi)(A/A
∗) A/A∗

0.00 1.000e+00 1.000e+00 1.000e+00 ∞ ∞
0.01 1.000e+00 9.999e-01 1.000e+00 5.787e+01 5.787e+01
0.02 9.999e-01 9.997e-01 9.998e-01 2.893e+01 2.894e+01
0.03 9.998e-01 9.994e-01 9.996e-01 1.929e+01 1.930e+01
0.04 9.997e-01 9.989e-01 9.992e-01 1.447e+01 1.448e+01
0.05 9.995e-01 9.983e-01 9.988e-01 1.157e+01 1.159e+01
0.06 9.993e-01 9.975e-01 9.982e-01 9.642e+00 9.666e+00
0.07 9.990e-01 9.966e-01 9.976e-01 8.263e+00 8.292e+00
0.08 9.987e-01 9.955e-01 9.968e-01 7.229e+00 7.262e+00
0.09 9.984e-01 9.944e-01 9.960e-01 6.425e+00 6.461e+00
0.10 9.980e-01 9.930e-01 9.950e-01 5.781e+00 5.822e+00
0.11 9.976e-01 9.916e-01 9.940e-01 5.255e+00 5.299e+00
0.12 9.971e-01 9.900e-01 9.928e-01 4.816e+00 4.864e+00
0.13 9.966e-01 9.883e-01 9.916e-01 4.444e+00 4.497e+00
0.14 9.961e-01 9.864e-01 9.903e-01 4.126e+00 4.182e+00
0.15 9.955e-01 9.844e-01 9.888e-01 3.849e+00 3.910e+00
0.16 9.949e-01 9.823e-01 9.873e-01 3.608e+00 3.673e+00
0.17 9.943e-01 9.800e-01 9.857e-01 3.394e+00 3.464e+00
0.18 9.936e-01 9.776e-01 9.840e-01 3.205e+00 3.278e+00
0.19 9.928e-01 9.751e-01 9.822e-01 3.035e+00 3.112e+00
0.20 9.921e-01 9.725e-01 9.803e-01 2.882e+00 2.964e+00
0.21 9.913e-01 9.697e-01 9.783e-01 2.744e+00 2.829e+00
0.22 9.904e-01 9.668e-01 9.762e-01 2.618e+00 2.708e+00
0.23 9.895e-01 9.638e-01 9.740e-01 2.503e+00 2.597e+00
0.24 9.886e-01 9.607e-01 9.718e-01 2.397e+00 2.496e+00
0.25 9.877e-01 9.575e-01 9.694e-01 2.300e+00 2.403e+00
0.26 9.867e-01 9.541e-01 9.670e-01 2.211e+00 2.317e+00
0.27 9.856e-01 9.506e-01 9.645e-01 2.128e+00 2.238e+00
0.28 9.846e-01 9.470e-01 9.619e-01 2.051e+00 2.166e+00
0.29 9.835e-01 9.433e-01 9.592e-01 1.979e+00 2.098e+00
0.30 9.823e-01 9.395e-01 9.564e-01 1.912e+00 2.035e+00
0.31 9.811e-01 9.355e-01 9.535e-01 1.849e+00 1.977e+00
0.32 9.799e-01 9.315e-01 9.506e-01 1.790e+00 1.922e+00
0.33 9.787e-01 9.274e-01 9.476e-01 1.735e+00 1.871e+00
0.34 9.774e-01 9.231e-01 9.445e-01 1.683e+00 1.823e+00
0.35 9.761e-01 9.188e-01 9.413e-01 1.634e+00 1.778e+00
0.36 9.747e-01 9.143e-01 9.380e-01 1.587e+00 1.736e+00
0.37 9.733e-01 9.098e-01 9.347e-01 1.543e+00 1.696e+00
0.38 9.719e-01 9.052e-01 9.313e-01 1.501e+00 1.659e+00
0.39 9.705e-01 9.004e-01 9.278e-01 1.462e+00 1.623e+00
0.40 9.690e-01 8.956e-01 9.243e-01 1.424e+00 1.590e+00
0.41 9.675e-01 8.907e-01 9.207e-01 1.388e+00 1.559e+00
0.42 9.659e-01 8.857e-01 9.170e-01 1.354e+00 1.529e+00
0.43 9.643e-01 8.807e-01 9.132e-01 1.322e+00 1.501e+00
0.44 9.627e-01 8.755e-01 9.094e-01 1.290e+00 1.474e+00
0.45 9.611e-01 8.703e-01 9.055e-01 1.261e+00 1.449e+00
0.46 9.594e-01 8.650e-01 9.016e-01 1.232e+00 1.425e+00
0.47 9.577e-01 8.596e-01 8.976e-01 1.205e+00 1.402e+00
0.48 9.559e-01 8.541e-01 8.935e-01 1.179e+00 1.380e+00
0.49 9.542e-01 8.486e-01 8.894e-01 1.154e+00 1.359e+00
0.50 9.524e-01 8.430e-01 8.852e-01 1.130e+00 1.340e+00
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Tables d’écoulement isentropique avec changement de section pour
γ = 1.40

M T/Ti p/pi ρ/ρi (p/pi)(A/A
∗) A/A∗

0.51 9.506e-01 8.374e-01 8.809e-01 1.106e+00 1.321e+00
0.52 9.487e-01 8.317e-01 8.766e-01 1.084e+00 1.303e+00
0.53 9.468e-01 8.259e-01 8.723e-01 1.062e+00 1.286e+00
0.54 9.449e-01 8.201e-01 8.679e-01 1.042e+00 1.270e+00
0.55 9.430e-01 8.142e-01 8.634e-01 1.022e+00 1.255e+00
0.56 9.410e-01 8.082e-01 8.589e-01 1.002e+00 1.240e+00
0.57 9.390e-01 8.022e-01 8.544e-01 9.838e-01 1.226e+00
0.58 9.370e-01 7.962e-01 8.498e-01 9.658e-01 1.213e+00
0.59 9.349e-01 7.901e-01 8.451e-01 9.484e-01 1.200e+00
0.60 9.328e-01 7.840e-01 8.405e-01 9.316e-01 1.188e+00
0.61 9.307e-01 7.778e-01 8.357e-01 9.152e-01 1.177e+00
0.62 9.286e-01 7.716e-01 8.310e-01 8.995e-01 1.166e+00
0.63 9.265e-01 7.654e-01 8.262e-01 8.842e-01 1.155e+00
0.64 9.243e-01 7.591e-01 8.213e-01 8.693e-01 1.145e+00
0.65 9.221e-01 7.528e-01 8.164e-01 8.549e-01 1.136e+00
0.66 9.199e-01 7.465e-01 8.115e-01 8.410e-01 1.127e+00
0.67 9.176e-01 7.401e-01 8.066e-01 8.274e-01 1.118e+00
0.68 9.153e-01 7.338e-01 8.016e-01 8.142e-01 1.110e+00
0.69 9.131e-01 7.274e-01 7.966e-01 8.014e-01 1.102e+00
0.70 9.107e-01 7.209e-01 7.916e-01 7.890e-01 1.094e+00
0.71 9.084e-01 7.145e-01 7.865e-01 7.769e-01 1.087e+00
0.72 9.061e-01 7.080e-01 7.814e-01 7.651e-01 1.081e+00
0.73 9.037e-01 7.016e-01 7.763e-01 7.536e-01 1.074e+00
0.74 9.013e-01 6.951e-01 7.712e-01 7.424e-01 1.068e+00
0.75 8.989e-01 6.886e-01 7.660e-01 7.316e-01 1.062e+00
0.76 8.964e-01 6.821e-01 7.609e-01 7.209e-01 1.057e+00
0.77 8.940e-01 6.756e-01 7.557e-01 7.106e-01 1.052e+00
0.78 8.915e-01 6.691e-01 7.505e-01 7.005e-01 1.047e+00
0.79 8.890e-01 6.625e-01 7.452e-01 6.907e-01 1.043e+00
0.80 8.865e-01 6.560e-01 7.400e-01 6.811e-01 1.038e+00
0.81 8.840e-01 6.495e-01 7.347e-01 6.717e-01 1.034e+00
0.82 8.815e-01 6.430e-01 7.295e-01 6.626e-01 1.030e+00
0.83 8.789e-01 6.365e-01 7.242e-01 6.537e-01 1.027e+00
0.84 8.763e-01 6.300e-01 7.189e-01 6.449e-01 1.024e+00
0.85 8.737e-01 6.235e-01 7.136e-01 6.364e-01 1.021e+00
0.86 8.711e-01 6.170e-01 7.083e-01 6.281e-01 1.018e+00
0.87 8.685e-01 6.106e-01 7.030e-01 6.199e-01 1.015e+00
0.88 8.659e-01 6.041e-01 6.977e-01 6.119e-01 1.013e+00
0.89 8.632e-01 5.977e-01 6.924e-01 6.041e-01 1.011e+00
0.90 8.606e-01 5.913e-01 6.870e-01 5.965e-01 1.009e+00
0.91 8.579e-01 5.849e-01 6.817e-01 5.890e-01 1.007e+00
0.92 8.552e-01 5.785e-01 6.764e-01 5.817e-01 1.006e+00
0.93 8.525e-01 5.721e-01 6.711e-01 5.746e-01 1.004e+00
0.94 8.498e-01 5.658e-01 6.658e-01 5.675e-01 1.003e+00
0.95 8.471e-01 5.595e-01 6.604e-01 5.607e-01 1.002e+00
0.96 8.444e-01 5.532e-01 6.551e-01 5.539e-01 1.001e+00
0.97 8.416e-01 5.469e-01 6.498e-01 5.473e-01 1.001e+00
0.98 8.389e-01 5.407e-01 6.445e-01 5.409e-01 1.000e+00
0.99 8.361e-01 5.345e-01 6.392e-01 5.345e-01 1.000e+00
1.00 8.333e-01 5.283e-01 6.339e-01 5.283e-01 1.000e+00
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Tables d’écoulement isentropique avec changement de section pour
γ = 1.40

M T/Ti p/pi ρ/ρi (p/pi)(A/A
∗) A/A∗

1.01 8.306e-01 5.221e-01 6.287e-01 5.222e-01 1.000e+00
1.02 8.278e-01 5.160e-01 6.234e-01 5.162e-01 1.000e+00
1.03 8.250e-01 5.099e-01 6.181e-01 5.103e-01 1.001e+00
1.04 8.222e-01 5.039e-01 6.129e-01 5.045e-01 1.001e+00
1.05 8.193e-01 4.979e-01 6.077e-01 4.989e-01 1.002e+00
1.06 8.165e-01 4.919e-01 6.024e-01 4.933e-01 1.003e+00
1.07 8.137e-01 4.860e-01 5.972e-01 4.879e-01 1.004e+00
1.08 8.108e-01 4.800e-01 5.920e-01 4.825e-01 1.005e+00
1.09 8.080e-01 4.742e-01 5.869e-01 4.772e-01 1.006e+00
1.10 8.052e-01 4.684e-01 5.817e-01 4.721e-01 1.008e+00
1.11 8.023e-01 4.626e-01 5.766e-01 4.670e-01 1.010e+00
1.12 7.994e-01 4.568e-01 5.714e-01 4.620e-01 1.011e+00
1.13 7.966e-01 4.511e-01 5.663e-01 4.571e-01 1.013e+00
1.14 7.937e-01 4.455e-01 5.612e-01 4.523e-01 1.015e+00
1.15 7.908e-01 4.398e-01 5.562e-01 4.475e-01 1.017e+00
1.16 7.879e-01 4.343e-01 5.511e-01 4.428e-01 1.020e+00
1.17 7.851e-01 4.287e-01 5.461e-01 4.383e-01 1.022e+00
1.18 7.822e-01 4.232e-01 5.411e-01 4.337e-01 1.025e+00
1.19 7.793e-01 4.178e-01 5.361e-01 4.293e-01 1.028e+00
1.20 7.764e-01 4.124e-01 5.311e-01 4.249e-01 1.030e+00
1.21 7.735e-01 4.070e-01 5.262e-01 4.206e-01 1.033e+00
1.22 7.706e-01 4.017e-01 5.213e-01 4.164e-01 1.037e+00
1.23 7.677e-01 3.964e-01 5.164e-01 4.122e-01 1.040e+00
1.24 7.648e-01 3.912e-01 5.115e-01 4.081e-01 1.043e+00
1.25 7.619e-01 3.861e-01 5.067e-01 4.041e-01 1.047e+00
1.26 7.590e-01 3.809e-01 5.019e-01 4.001e-01 1.050e+00
1.27 7.561e-01 3.759e-01 4.971e-01 3.962e-01 1.054e+00
1.28 7.532e-01 3.708e-01 4.923e-01 3.924e-01 1.058e+00
1.29 7.503e-01 3.658e-01 4.876e-01 3.886e-01 1.062e+00
1.30 7.474e-01 3.609e-01 4.829e-01 3.848e-01 1.066e+00
1.31 7.445e-01 3.560e-01 4.782e-01 3.812e-01 1.071e+00
1.32 7.416e-01 3.512e-01 4.736e-01 3.775e-01 1.075e+00
1.33 7.387e-01 3.464e-01 4.690e-01 3.740e-01 1.080e+00
1.34 7.358e-01 3.417e-01 4.644e-01 3.704e-01 1.084e+00
1.35 7.329e-01 3.370e-01 4.598e-01 3.670e-01 1.089e+00
1.36 7.300e-01 3.323e-01 4.553e-01 3.636e-01 1.094e+00
1.37 7.271e-01 3.277e-01 4.508e-01 3.602e-01 1.099e+00
1.38 7.242e-01 3.232e-01 4.463e-01 3.569e-01 1.104e+00
1.39 7.213e-01 3.187e-01 4.418e-01 3.536e-01 1.109e+00
1.40 7.184e-01 3.142e-01 4.374e-01 3.504e-01 1.115e+00
1.41 7.155e-01 3.098e-01 4.330e-01 3.472e-01 1.120e+00
1.42 7.126e-01 3.055e-01 4.287e-01 3.440e-01 1.126e+00
1.43 7.097e-01 3.012e-01 4.244e-01 3.409e-01 1.132e+00
1.44 7.069e-01 2.969e-01 4.201e-01 3.379e-01 1.138e+00
1.45 7.040e-01 2.927e-01 4.158e-01 3.349e-01 1.144e+00
1.46 7.011e-01 2.886e-01 4.116e-01 3.319e-01 1.150e+00
1.47 6.982e-01 2.845e-01 4.074e-01 3.290e-01 1.156e+00
1.48 6.954e-01 2.804e-01 4.032e-01 3.261e-01 1.163e+00
1.49 6.925e-01 2.764e-01 3.991e-01 3.232e-01 1.169e+00
1.50 6.897e-01 2.724e-01 3.950e-01 3.204e-01 1.176e+00
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Tables d’écoulement isentropique avec changement de section pour
γ = 1.40

M T/Ti p/pi ρ/ρi (p/pi)(A/A
∗) A/A∗

1.51 6.868e-01 2.685e-01 3.909e-01 3.176e-01 1.183e+00
1.52 6.840e-01 2.646e-01 3.869e-01 3.149e-01 1.190e+00
1.53 6.811e-01 2.608e-01 3.829e-01 3.122e-01 1.197e+00
1.54 6.783e-01 2.570e-01 3.789e-01 3.095e-01 1.204e+00
1.55 6.754e-01 2.533e-01 3.750e-01 3.068e-01 1.212e+00
1.56 6.726e-01 2.496e-01 3.710e-01 3.042e-01 1.219e+00
1.57 6.698e-01 2.459e-01 3.672e-01 3.017e-01 1.227e+00
1.58 6.670e-01 2.423e-01 3.633e-01 2.991e-01 1.234e+00
1.59 6.642e-01 2.388e-01 3.595e-01 2.966e-01 1.242e+00
1.60 6.614e-01 2.353e-01 3.557e-01 2.941e-01 1.250e+00
1.61 6.586e-01 2.318e-01 3.520e-01 2.917e-01 1.258e+00
1.62 6.558e-01 2.284e-01 3.483e-01 2.893e-01 1.267e+00
1.63 6.530e-01 2.250e-01 3.446e-01 2.869e-01 1.275e+00
1.64 6.502e-01 2.217e-01 3.409e-01 2.845e-01 1.284e+00
1.65 6.475e-01 2.184e-01 3.373e-01 2.822e-01 1.292e+00
1.66 6.447e-01 2.151e-01 3.337e-01 2.799e-01 1.301e+00
1.67 6.419e-01 2.119e-01 3.302e-01 2.776e-01 1.310e+00
1.68 6.392e-01 2.088e-01 3.266e-01 2.754e-01 1.319e+00
1.69 6.364e-01 2.057e-01 3.232e-01 2.732e-01 1.328e+00
1.70 6.337e-01 2.026e-01 3.197e-01 2.710e-01 1.338e+00
1.71 6.310e-01 1.996e-01 3.163e-01 2.688e-01 1.347e+00
1.72 6.283e-01 1.966e-01 3.129e-01 2.667e-01 1.357e+00
1.73 6.256e-01 1.936e-01 3.095e-01 2.646e-01 1.367e+00
1.74 6.229e-01 1.907e-01 3.062e-01 2.625e-01 1.376e+00
1.75 6.202e-01 1.878e-01 3.029e-01 2.604e-01 1.386e+00
1.76 6.175e-01 1.850e-01 2.996e-01 2.584e-01 1.397e+00
1.77 6.148e-01 1.822e-01 2.964e-01 2.564e-01 1.407e+00
1.78 6.121e-01 1.794e-01 2.931e-01 2.544e-01 1.418e+00
1.79 6.095e-01 1.767e-01 2.900e-01 2.524e-01 1.428e+00
1.80 6.068e-01 1.740e-01 2.868e-01 2.504e-01 1.439e+00
1.81 6.041e-01 1.714e-01 2.837e-01 2.485e-01 1.450e+00
1.82 6.015e-01 1.688e-01 2.806e-01 2.466e-01 1.461e+00
1.83 5.989e-01 1.662e-01 2.776e-01 2.447e-01 1.472e+00
1.84 5.963e-01 1.637e-01 2.745e-01 2.429e-01 1.484e+00
1.85 5.936e-01 1.612e-01 2.715e-01 2.410e-01 1.495e+00
1.86 5.910e-01 1.587e-01 2.686e-01 2.392e-01 1.507e+00
1.87 5.884e-01 1.563e-01 2.656e-01 2.374e-01 1.519e+00
1.88 5.859e-01 1.539e-01 2.627e-01 2.356e-01 1.531e+00
1.89 5.833e-01 1.516e-01 2.598e-01 2.338e-01 1.543e+00
1.90 5.807e-01 1.492e-01 2.570e-01 2.321e-01 1.555e+00
1.91 5.782e-01 1.470e-01 2.542e-01 2.304e-01 1.568e+00
1.92 5.756e-01 1.447e-01 2.514e-01 2.287e-01 1.580e+00
1.93 5.731e-01 1.425e-01 2.486e-01 2.270e-01 1.593e+00
1.94 5.705e-01 1.403e-01 2.459e-01 2.253e-01 1.606e+00
1.95 5.680e-01 1.381e-01 2.432e-01 2.237e-01 1.619e+00
1.96 5.655e-01 1.360e-01 2.405e-01 2.220e-01 1.633e+00
1.97 5.630e-01 1.339e-01 2.378e-01 2.204e-01 1.646e+00
1.98 5.605e-01 1.318e-01 2.352e-01 2.188e-01 1.660e+00
1.99 5.580e-01 1.298e-01 2.326e-01 2.172e-01 1.674e+00
2.00 5.556e-01 1.278e-01 2.300e-01 2.157e-01 1.688e+00
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Tables d’écoulement isentropique avec changement de section pour
γ = 1.40

M T/Ti p/pi ρ/ρi (p/pi)(A/A
∗) A/A∗

2.02 5.506e-01 1.239e-01 2.250e-01 2.126e-01 1.716e+00
2.04 5.458e-01 1.201e-01 2.200e-01 2.096e-01 1.745e+00
2.06 5.409e-01 1.164e-01 2.152e-01 2.066e-01 1.775e+00
2.08 5.361e-01 1.128e-01 2.104e-01 2.037e-01 1.806e+00
2.10 5.313e-01 1.094e-01 2.058e-01 2.009e-01 1.837e+00
2.12 5.266e-01 1.060e-01 2.013e-01 1.981e-01 1.869e+00
2.14 5.219e-01 1.027e-01 1.968e-01 1.954e-01 1.902e+00
2.16 5.173e-01 9.956e-02 1.925e-01 1.927e-01 1.935e+00
2.18 5.127e-01 9.649e-02 1.882e-01 1.901e-01 1.970e+00
2.20 5.081e-01 9.352e-02 1.841e-01 1.875e-01 2.005e+00
2.22 5.036e-01 9.064e-02 1.800e-01 1.850e-01 2.041e+00
2.24 4.991e-01 8.785e-02 1.760e-01 1.825e-01 2.078e+00
2.26 4.947e-01 8.514e-02 1.721e-01 1.801e-01 2.115e+00
2.28 4.903e-01 8.251e-02 1.683e-01 1.777e-01 2.154e+00
2.30 4.859e-01 7.997e-02 1.646e-01 1.754e-01 2.193e+00
2.32 4.816e-01 7.751e-02 1.609e-01 1.731e-01 2.233e+00
2.34 4.773e-01 7.512e-02 1.574e-01 1.709e-01 2.274e+00
2.36 4.731e-01 7.281e-02 1.539e-01 1.687e-01 2.316e+00
2.38 4.688e-01 7.057e-02 1.505e-01 1.665e-01 2.359e+00
2.40 4.647e-01 6.840e-02 1.472e-01 1.644e-01 2.403e+00
2.42 4.606e-01 6.630e-02 1.439e-01 1.623e-01 2.448e+00
2.44 4.565e-01 6.426e-02 1.408e-01 1.602e-01 2.494e+00
2.46 4.524e-01 6.229e-02 1.377e-01 1.582e-01 2.540e+00
2.48 4.484e-01 6.038e-02 1.346e-01 1.563e-01 2.588e+00
2.50 4.444e-01 5.853e-02 1.317e-01 1.543e-01 2.637e+00
2.52 4.405e-01 5.674e-02 1.288e-01 1.524e-01 2.686e+00
2.54 4.366e-01 5.500e-02 1.260e-01 1.505e-01 2.737e+00
2.56 4.328e-01 5.332e-02 1.232e-01 1.487e-01 2.789e+00
2.58 4.289e-01 5.169e-02 1.205e-01 1.469e-01 2.842e+00
2.60 4.252e-01 5.012e-02 1.179e-01 1.451e-01 2.896e+00
2.62 4.214e-01 4.859e-02 1.153e-01 1.434e-01 2.951e+00
2.64 4.177e-01 4.711e-02 1.128e-01 1.417e-01 3.007e+00
2.66 4.141e-01 4.568e-02 1.103e-01 1.400e-01 3.065e+00
2.68 4.104e-01 4.429e-02 1.079e-01 1.383e-01 3.123e+00
2.70 4.068e-01 4.295e-02 1.056e-01 1.367e-01 3.183e+00
2.72 4.033e-01 4.165e-02 1.033e-01 1.351e-01 3.244e+00
2.74 3.998e-01 4.039e-02 1.010e-01 1.335e-01 3.306e+00
2.76 3.963e-01 3.917e-02 9.885e-02 1.320e-01 3.370e+00
2.78 3.928e-01 3.799e-02 9.671e-02 1.305e-01 3.434e+00
2.80 3.894e-01 3.685e-02 9.463e-02 1.290e-01 3.500e+00
2.82 3.860e-01 3.574e-02 9.259e-02 1.275e-01 3.567e+00
2.84 3.827e-01 3.467e-02 9.059e-02 1.261e-01 3.636e+00
2.86 3.794e-01 3.363e-02 8.865e-02 1.246e-01 3.706e+00
2.88 3.761e-01 3.263e-02 8.675e-02 1.232e-01 3.777e+00
2.90 3.729e-01 3.165e-02 8.489e-02 1.219e-01 3.850e+00
2.92 3.696e-01 3.071e-02 8.307e-02 1.205e-01 3.924e+00
2.94 3.665e-01 2.980e-02 8.130e-02 1.192e-01 3.999e+00
2.96 3.633e-01 2.891e-02 7.957e-02 1.178e-01 4.076e+00
2.98 3.602e-01 2.805e-02 7.788e-02 1.166e-01 4.155e+00
3.00 3.571e-01 2.722e-02 7.623e-02 1.153e-01 4.235e+00
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Tables d’écoulement isentropique avec changement de section pour
γ = 1.40

M T/Ti p/pi ρ/ρi (p/pi)(A/A
∗) A/A∗

3.10 3.422e-01 2.345e-02 6.852e-02 1.092e-01 4.657e+00
3.20 3.281e-01 2.023e-02 6.165e-02 1.036e-01 5.121e+00
3.30 3.147e-01 1.748e-02 5.554e-02 9.837e-02 5.629e+00
3.40 3.019e-01 1.512e-02 5.009e-02 9.353e-02 6.184e+00
3.50 2.899e-01 1.311e-02 4.523e-02 8.902e-02 6.790e+00
3.60 2.784e-01 1.138e-02 4.089e-02 8.482e-02 7.450e+00
3.70 2.675e-01 9.903e-03 3.702e-02 8.090e-02 8.169e+00
3.80 2.572e-01 8.629e-03 3.355e-02 7.723e-02 8.951e+00
3.90 2.474e-01 7.532e-03 3.044e-02 7.381e-02 9.799e+00
4.00 2.381e-01 6.586e-03 2.766e-02 7.059e-02 1.072e+01
4.10 2.293e-01 5.769e-03 2.516e-02 6.758e-02 1.171e+01
4.20 2.208e-01 5.062e-03 2.292e-02 6.475e-02 1.279e+01
4.30 2.129e-01 4.449e-03 2.090e-02 6.209e-02 1.395e+01
4.40 2.053e-01 3.918e-03 1.909e-02 5.959e-02 1.521e+01
4.50 1.980e-01 3.455e-03 1.745e-02 5.723e-02 1.656e+01
4.60 1.911e-01 3.053e-03 1.597e-02 5.500e-02 1.802e+01
4.70 1.846e-01 2.701e-03 1.464e-02 5.290e-02 1.958e+01
4.80 1.783e-01 2.394e-03 1.343e-02 5.091e-02 2.126e+01
4.90 1.724e-01 2.126e-03 1.233e-02 4.903e-02 2.307e+01
5.00 1.667e-01 1.890e-03 1.134e-02 4.725e-02 2.500e+01
5.10 1.612e-01 1.683e-03 1.044e-02 4.556e-02 2.707e+01
5.20 1.561e-01 1.501e-03 9.620e-03 4.396e-02 2.928e+01
5.30 1.511e-01 1.341e-03 8.875e-03 4.244e-02 3.165e+01
5.40 1.464e-01 1.200e-03 8.197e-03 4.100e-02 3.417e+01
5.50 1.418e-01 1.075e-03 7.578e-03 3.963e-02 3.687e+01
5.60 1.375e-01 9.643e-04 7.012e-03 3.832e-02 3.974e+01
5.70 1.334e-01 8.663e-04 6.496e-03 3.708e-02 4.280e+01
5.80 1.294e-01 7.794e-04 6.023e-03 3.589e-02 4.605e+01
5.90 1.256e-01 7.021e-04 5.590e-03 3.476e-02 4.951e+01
6.00 1.220e-01 6.334e-04 5.194e-03 3.368e-02 5.318e+01
6.00 1.220e-01 6.334e-04 5.194e-03 3.368e-02 5.318e+01
6.50 1.058e-01 3.855e-04 3.643e-03 2.896e-02 7.513e+01
7.00 9.259e-02 2.416e-04 2.609e-03 2.516e-02 1.041e+02
7.50 8.163e-02 1.554e-04 1.904e-03 2.205e-02 1.418e+02
8.00 7.246e-02 1.024e-04 1.414e-03 1.947e-02 1.901e+02
8.50 6.472e-02 6.898e-05 1.066e-03 1.732e-02 2.511e+02
9.00 5.814e-02 4.739e-05 8.150e-04 1.550e-02 3.272e+02
9.50 5.249e-02 3.314e-05 6.313e-04 1.396e-02 4.211e+02
10.00 4.762e-02 2.356e-05 4.948e-04 1.263e-02 5.359e+02
11.00 3.968e-02 1.245e-05 3.137e-04 1.048e-02 8.419e+02
12.00 3.356e-02 6.922e-06 2.063e-04 8.834e-03 1.276e+03
13.00 2.874e-02 4.022e-06 1.400e-04 7.546e-03 1.876e+03
14.00 2.488e-02 2.428e-06 9.760e-05 6.520e-03 2.685e+03
15.00 2.174e-02 1.515e-06 6.968e-05 5.688e-03 3.755e+03
16.00 1.916e-02 9.731e-07 5.080e-05 5.006e-03 5.145e+03
17.00 1.701e-02 6.415e-07 3.772e-05 4.439e-03 6.921e+03
18.00 1.520e-02 4.327e-07 2.847e-05 3.963e-03 9.159e+03
19.00 1.366e-02 2.980e-07 2.181e-05 3.560e-03 1.195e+04
20.00 1.235e-02 2.091e-07 1.694e-05 3.215e-03 1.538e+04
30.00 5.525e-03 1.254e-08 2.269e-06 1.434e-03 1.144e+05
40.00 3.115e-03 1.687e-09 5.417e-07 8.075e-04 4.785e+05
50.00 1.996e-03 3.553e-10 1.780e-07 5.171e-04 1.455e+06
60.00 1.387e-03 9.936e-11 7.164e-08 3.592e-04 3.615e+06
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Tables pour ondes de choc droites et γ = 1.40

M1 M2 v1/v2 T2/T1 p2/p1 pi2/pi1 pi2/p1

ρ2/ρ1 A∗1/A
∗
2

1.00 1.00000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000e+00 1.8929e+00
1.01 0.99013 1.0167 1.0066 1.0235 1.0000e+00 1.9152e+00
1.02 0.98052 1.0334 1.0132 1.0471 9.9999e-01 1.9379e+00
1.03 0.97115 1.0502 1.0198 1.0711 9.9997e-01 1.9610e+00
1.04 0.96203 1.0671 1.0263 1.0952 9.9992e-01 1.9844e+00
1.05 0.95313 1.0840 1.0328 1.1196 9.9985e-01 2.0083e+00
1.06 0.94445 1.1009 1.0393 1.1442 9.9975e-01 2.0325e+00
1.07 0.93598 1.1179 1.0458 1.1690 9.9961e-01 2.0570e+00
1.08 0.92771 1.1349 1.0522 1.1941 9.9943e-01 2.0819e+00
1.09 0.91965 1.1520 1.0586 1.2194 9.9920e-01 2.1072e+00
1.10 0.91177 1.1691 1.0649 1.2450 9.9893e-01 2.1328e+00
1.11 0.90408 1.1862 1.0713 1.2708 9.9860e-01 2.1588e+00
1.12 0.89656 1.2034 1.0776 1.2968 9.9821e-01 2.1851e+00
1.13 0.88922 1.2206 1.0840 1.3231 9.9777e-01 2.2118e+00
1.14 0.88204 1.2378 1.0903 1.3495 9.9726e-01 2.2388e+00
1.15 0.87502 1.2550 1.0966 1.3763 9.9669e-01 2.2661e+00
1.16 0.86816 1.2723 1.1029 1.4032 9.9605e-01 2.2937e+00
1.17 0.86145 1.2896 1.1092 1.4304 9.9535e-01 2.3217e+00
1.18 0.85488 1.3069 1.1154 1.4578 9.9457e-01 2.3500e+00
1.19 0.84846 1.3243 1.1217 1.4855 9.9372e-01 2.3786e+00
1.20 0.84217 1.3416 1.1280 1.5133 9.9280e-01 2.4075e+00
1.21 0.83601 1.3590 1.1343 1.5415 9.9180e-01 2.4367e+00
1.22 0.82999 1.3764 1.1405 1.5698 9.9073e-01 2.4663e+00
1.23 0.82408 1.3938 1.1468 1.5984 9.8958e-01 2.4961e+00
1.24 0.81830 1.4112 1.1531 1.6272 9.8836e-01 2.5263e+00
1.25 0.81264 1.4286 1.1594 1.6563 9.8706e-01 2.5568e+00
1.26 0.80709 1.4460 1.1657 1.6855 9.8568e-01 2.5875e+00
1.27 0.80164 1.4634 1.1720 1.7151 9.8422e-01 2.6186e+00
1.28 0.79631 1.4808 1.1783 1.7448 9.8268e-01 2.6500e+00
1.29 0.79108 1.4983 1.1846 1.7748 9.8107e-01 2.6816e+00
1.30 0.78596 1.5157 1.1909 1.8050 9.7937e-01 2.7136e+00
1.31 0.78093 1.5331 1.1972 1.8355 9.7760e-01 2.7459e+00
1.32 0.77600 1.5505 1.2035 1.8661 9.7575e-01 2.7784e+00
1.33 0.77116 1.5680 1.2099 1.8971 9.7382e-01 2.8112e+00
1.34 0.76641 1.5854 1.2162 1.9282 9.7182e-01 2.8444e+00
1.35 0.76175 1.6028 1.2226 1.9596 9.6974e-01 2.8778e+00
1.36 0.75718 1.6202 1.2290 1.9912 9.6758e-01 2.9115e+00
1.37 0.75269 1.6376 1.2354 2.0231 9.6534e-01 2.9455e+00
1.38 0.74829 1.6549 1.2418 2.0551 9.6304e-01 2.9798e+00
1.39 0.74396 1.6723 1.2482 2.0875 9.6065e-01 3.0144e+00
1.40 0.73971 1.6897 1.2547 2.1200 9.5819e-01 3.0492e+00
1.41 0.73554 1.7070 1.2612 2.1528 9.5566e-01 3.0844e+00
1.42 0.73144 1.7243 1.2676 2.1858 9.5306e-01 3.1198e+00
1.43 0.72741 1.7416 1.2741 2.2191 9.5039e-01 3.1555e+00
1.44 0.72345 1.7589 1.2807 2.2525 9.4765e-01 3.1915e+00
1.45 0.71956 1.7761 1.2872 2.2863 9.4484e-01 3.2278e+00
1.46 0.71574 1.7934 1.2938 2.3202 9.4196e-01 3.2643e+00
1.47 0.71198 1.8106 1.3003 2.3544 9.3901e-01 3.3011e+00
1.48 0.70829 1.8278 1.3069 2.3888 9.3600e-01 3.3382e+00
1.49 0.70466 1.8449 1.3136 2.4235 9.3293e-01 3.3756e+00
1.50 0.70109 1.8621 1.3202 2.4583 9.2979e-01 3.4133e+00
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Tables pour ondes de choc droites et γ = 1.40

M1 M2 v1/v2 T2/T1 p2/p1 pi2/pi1 pi2/p1

ρ2/ρ1 A∗1/A
∗
2

1.51 0.69758 1.8792 1.3269 2.4935 9.2659e-01 3.4512e+00
1.52 0.69413 1.8963 1.3336 2.5288 9.2332e-01 3.4894e+00
1.53 0.69073 1.9133 1.3403 2.5644 9.2000e-01 3.5279e+00
1.54 0.68739 1.9303 1.3470 2.6002 9.1662e-01 3.5667e+00
1.55 0.68410 1.9473 1.3538 2.6363 9.1319e-01 3.6057e+00
1.56 0.68087 1.9643 1.3606 2.6725 9.0970e-01 3.6450e+00
1.57 0.67768 1.9812 1.3674 2.7091 9.0615e-01 3.6846e+00
1.58 0.67455 1.9981 1.3742 2.7458 9.0255e-01 3.7244e+00
1.59 0.67147 2.0149 1.3811 2.7828 8.9890e-01 3.7646e+00
1.60 0.66844 2.0317 1.3880 2.8200 8.9520e-01 3.8050e+00
1.61 0.66545 2.0485 1.3949 2.8575 8.9145e-01 3.8456e+00
1.62 0.66251 2.0653 1.4018 2.8951 8.8765e-01 3.8866e+00
1.63 0.65962 2.0820 1.4088 2.9331 8.8381e-01 3.9278e+00
1.64 0.65677 2.0986 1.4158 2.9712 8.7992e-01 3.9693e+00
1.65 0.65396 2.1152 1.4228 3.0096 8.7599e-01 4.0110e+00
1.66 0.65119 2.1318 1.4299 3.0482 8.7201e-01 4.0531e+00
1.67 0.64847 2.1484 1.4369 3.0871 8.6800e-01 4.0953e+00
1.68 0.64579 2.1649 1.4440 3.1261 8.6394e-01 4.1379e+00
1.69 0.64315 2.1813 1.4512 3.1655 8.5985e-01 4.1807e+00
1.70 0.64054 2.1977 1.4583 3.2050 8.5572e-01 4.2238e+00
1.71 0.63798 2.2141 1.4655 3.2448 8.5156e-01 4.2672e+00
1.72 0.63545 2.2304 1.4727 3.2848 8.4736e-01 4.3108e+00
1.73 0.63296 2.2467 1.4800 3.3251 8.4312e-01 4.3547e+00
1.74 0.63051 2.2629 1.4873 3.3655 8.3886e-01 4.3989e+00
1.75 0.62809 2.2791 1.4946 3.4063 8.3457e-01 4.4433e+00
1.76 0.62570 2.2952 1.5019 3.4472 8.3024e-01 4.4880e+00
1.77 0.62335 2.3113 1.5093 3.4884 8.2589e-01 4.5330e+00
1.78 0.62104 2.3273 1.5167 3.5298 8.2151e-01 4.5782e+00
1.79 0.61875 2.3433 1.5241 3.5715 8.1711e-01 4.6237e+00
1.80 0.61650 2.3592 1.5316 3.6133 8.1268e-01 4.6695e+00
1.81 0.61428 2.3751 1.5391 3.6555 8.0823e-01 4.7155e+00
1.82 0.61209 2.3909 1.5466 3.6978 8.0376e-01 4.7618e+00
1.83 0.60993 2.4067 1.5541 3.7404 7.9927e-01 4.8084e+00
1.84 0.60780 2.4224 1.5617 3.7832 7.9476e-01 4.8552e+00
1.85 0.60570 2.4381 1.5693 3.8263 7.9023e-01 4.9023e+00
1.86 0.60363 2.4537 1.5770 3.8695 7.8569e-01 4.9497e+00
1.87 0.60158 2.4693 1.5847 3.9131 7.8112e-01 4.9973e+00
1.88 0.59957 2.4848 1.5924 3.9568 7.7655e-01 5.0452e+00
1.89 0.59758 2.5003 1.6001 4.0008 7.7196e-01 5.0934e+00
1.90 0.59562 2.5157 1.6079 4.0450 7.6736e-01 5.1418e+00
1.91 0.59368 2.5310 1.6157 4.0895 7.6274e-01 5.1905e+00
1.92 0.59177 2.5463 1.6236 4.1341 7.5812e-01 5.2394e+00
1.93 0.58988 2.5616 1.6314 4.1791 7.5349e-01 5.2886e+00
1.94 0.58802 2.5767 1.6394 4.2242 7.4884e-01 5.3381e+00
1.95 0.58618 2.5919 1.6473 4.2696 7.4420e-01 5.3878e+00
1.96 0.58437 2.6069 1.6553 4.3152 7.3954e-01 5.4378e+00
1.97 0.58258 2.6220 1.6633 4.3611 7.3488e-01 5.4881e+00
1.98 0.58082 2.6369 1.6713 4.4071 7.3021e-01 5.5386e+00
1.99 0.57907 2.6518 1.6794 4.4535 7.2555e-01 5.5894e+00
2.00 0.57735 2.6667 1.6875 4.5000 7.2087e-01 5.6404e+00
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Tables pour ondes de choc droites et γ = 1.40

M1 M2 v1/v2 T2/T1 p2/p1 pi2/pi1 pi2/p1

ρ2/ρ1 A∗1/A
∗
2

2.02 0.57397 2.6962 1.7038 4.5938 7.1153e-01 5.7433e+00
2.04 0.57068 2.7255 1.7203 4.6885 7.0218e-01 5.8473e+00
2.06 0.56747 2.7545 1.7369 4.7842 6.9284e-01 5.9523e+00
2.08 0.56433 2.7833 1.7536 4.8808 6.8351e-01 6.0583e+00
2.10 0.56128 2.8119 1.7705 4.9783 6.7420e-01 6.1654e+00
2.12 0.55829 2.8402 1.7875 5.0768 6.6492e-01 6.2735e+00
2.14 0.55538 2.8683 1.8046 5.1762 6.5567e-01 6.3827e+00
2.16 0.55254 2.8962 1.8219 5.2765 6.4645e-01 6.4929e+00
2.18 0.54977 2.9238 1.8393 5.3778 6.3727e-01 6.6042e+00
2.20 0.54706 2.9512 1.8569 5.4800 6.2814e-01 6.7165e+00
2.22 0.54441 2.9784 1.8746 5.5831 6.1905e-01 6.8298e+00
2.24 0.54182 3.0053 1.8924 5.6872 6.1002e-01 6.9442e+00
2.26 0.53930 3.0319 1.9104 5.7922 6.0105e-01 7.0597e+00
2.28 0.53683 3.0584 1.9285 5.8981 5.9214e-01 7.1762e+00
2.30 0.53441 3.0845 1.9468 6.0050 5.8329e-01 7.2937e+00
2.32 0.53205 3.1105 1.9652 6.1128 5.7452e-01 7.4122e+00
2.34 0.52974 3.1362 1.9838 6.2215 5.6581e-01 7.5319e+00
2.36 0.52749 3.1617 2.0025 6.3312 5.5718e-01 7.6525e+00
2.38 0.52528 3.1869 2.0213 6.4418 5.4862e-01 7.7742e+00
2.40 0.52312 3.2119 2.0403 6.5533 5.4014e-01 7.8969e+00
2.42 0.52100 3.2367 2.0595 6.6658 5.3175e-01 8.0207e+00
2.44 0.51894 3.2612 2.0788 6.7792 5.2344e-01 8.1455e+00
2.46 0.51691 3.2855 2.0982 6.8935 5.1521e-01 8.2713e+00
2.48 0.51493 3.3095 2.1178 7.0088 5.0707e-01 8.3982e+00
2.50 0.51299 3.3333 2.1375 7.1250 4.9901e-01 8.5261e+00
2.52 0.51109 3.3569 2.1574 7.2421 4.9105e-01 8.6551e+00
2.54 0.50923 3.3803 2.1774 7.3602 4.8318e-01 8.7851e+00
2.56 0.50741 3.4034 2.1976 7.4792 4.7540e-01 8.9161e+00
2.58 0.50562 3.4263 2.2179 7.5991 4.6772e-01 9.0482e+00
2.60 0.50387 3.4490 2.2383 7.7200 4.6012e-01 9.1813e+00
2.62 0.50216 3.4714 2.2590 7.8418 4.5263e-01 9.3155e+00
2.64 0.50048 3.4937 2.2797 7.9645 4.4522e-01 9.4506e+00
2.66 0.49883 3.5157 2.3006 8.0882 4.3792e-01 9.5869e+00
2.68 0.49722 3.5374 2.3217 8.2128 4.3070e-01 9.7241e+00
2.70 0.49563 3.5590 2.3429 8.3383 4.2359e-01 9.8624e+00
2.72 0.49408 3.5803 2.3642 8.4648 4.1657e-01 1.0002e+01
2.74 0.49256 3.6015 2.3858 8.5922 4.0965e-01 1.0142e+01
2.76 0.49107 3.6224 2.4074 8.7205 4.0283e-01 1.0283e+01
2.78 0.48960 3.6431 2.4292 8.8498 3.9610e-01 1.0426e+01
2.80 0.48817 3.6636 2.4512 8.9800 3.8946e-01 1.0569e+01
2.82 0.48676 3.6838 2.4733 9.1111 3.8293e-01 1.0714e+01
2.84 0.48538 3.7039 2.4955 9.2432 3.7649e-01 1.0859e+01
2.86 0.48402 3.7238 2.5179 9.3762 3.7014e-01 1.1006e+01
2.88 0.48269 3.7434 2.5405 9.5101 3.6389e-01 1.1154e+01
2.90 0.48138 3.7629 2.5632 9.6450 3.5773e-01 1.1302e+01
2.92 0.48010 3.7821 2.5861 9.7808 3.5167e-01 1.1452e+01
2.94 0.47884 3.8012 2.6091 9.9175 3.4570e-01 1.1603e+01
2.96 0.47760 3.8200 2.6322 10.0552 3.3982e-01 1.1754e+01
2.98 0.47638 3.8387 2.6555 10.1938 3.3404e-01 1.1907e+01
3.00 0.47519 3.8571 2.6790 10.3333 3.2834e-01 1.2061e+01
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Tables pour ondes de choc droites et γ = 1.40

M1 M2 v1/v2 T2/T1 p2/p1 pi2/pi1 pi2/p1

ρ2/ρ1 A∗1/A
∗
2

3.02 0.47402 3.8754 2.7026 10.4738 3.2274e-01 1.2216e+01
3.04 0.47287 3.8935 2.7264 10.6152 3.1723e-01 1.2372e+01
3.06 0.47174 3.9114 2.7503 10.7575 3.1180e-01 1.2529e+01
3.08 0.47063 3.9291 2.7744 10.9008 3.0646e-01 1.2687e+01
3.10 0.46953 3.9466 2.7986 11.0450 3.0121e-01 1.2846e+01
3.12 0.46846 3.9639 2.8230 11.1901 2.9605e-01 1.3006e+01
3.14 0.46741 3.9811 2.8475 11.3362 2.9097e-01 1.3167e+01
3.16 0.46637 3.9981 2.8722 11.4832 2.8597e-01 1.3329e+01
3.18 0.46535 4.0149 2.8970 11.6311 2.8106e-01 1.3492e+01
3.20 0.46435 4.0315 2.9220 11.7800 2.7623e-01 1.3656e+01
3.22 0.46336 4.0479 2.9471 11.9298 2.7148e-01 1.3821e+01
3.24 0.46240 4.0642 2.9724 12.0805 2.6681e-01 1.3987e+01
3.26 0.46144 4.0803 2.9979 12.2322 2.6222e-01 1.4155e+01
3.28 0.46051 4.0963 3.0234 12.3848 2.5771e-01 1.4323e+01
3.30 0.45959 4.1120 3.0492 12.5383 2.5328e-01 1.4492e+01
3.32 0.45868 4.1276 3.0751 12.6928 2.4892e-01 1.4662e+01
3.34 0.45779 4.1431 3.1011 12.8482 2.4463e-01 1.4834e+01
3.36 0.45691 4.1583 3.1273 13.0045 2.4043e-01 1.5006e+01
3.38 0.45605 4.1734 3.1537 13.1618 2.3629e-01 1.5180e+01
3.40 0.45520 4.1884 3.1802 13.3200 2.3223e-01 1.5354e+01
3.42 0.45436 4.2032 3.2069 13.4791 2.2823e-01 1.5530e+01
3.44 0.45354 4.2179 3.2337 13.6392 2.2431e-01 1.5706e+01
3.46 0.45273 4.2323 3.2607 13.8002 2.2045e-01 1.5884e+01
3.48 0.45194 4.2467 3.2878 13.9621 2.1667e-01 1.6062e+01
3.50 0.45115 4.2609 3.3151 14.1250 2.1295e-01 1.6242e+01
3.60 0.44741 4.3296 3.4537 14.9533 1.9531e-01 1.7156e+01
3.70 0.44395 4.3949 3.5962 15.8050 1.7919e-01 1.8095e+01
3.80 0.44073 4.4568 3.7426 16.6800 1.6447e-01 1.9060e+01
3.90 0.43774 4.5156 3.8928 17.5783 1.5103e-01 2.0051e+01
4.00 0.43496 4.5714 4.0469 18.5000 1.3876e-01 2.1068e+01
4.10 0.43236 4.6245 4.2048 19.4450 1.2756e-01 2.2111e+01
4.20 0.42994 4.6749 4.3666 20.4133 1.1733e-01 2.3179e+01
4.30 0.42767 4.7229 4.5322 21.4050 1.0800e-01 2.4273e+01
4.40 0.42554 4.7685 4.7017 22.4200 9.9481e-02 2.5393e+01
4.50 0.42355 4.8119 4.8751 23.4583 9.1698e-02 2.6539e+01
4.60 0.42168 4.8532 5.0523 24.5200 8.4586e-02 2.7710e+01
4.70 0.41992 4.8926 5.2334 25.6050 7.8086e-02 2.8907e+01
4.80 0.41826 4.9301 5.4184 26.7133 7.2140e-02 3.0130e+01
4.90 0.41670 4.9659 5.6073 27.8450 6.6699e-02 3.1379e+01
5.00 0.41523 5.0000 5.8000 29.0000 6.1716e-02 3.2653e+01
5.10 0.41384 5.0326 5.9966 30.1783 5.7151e-02 3.3954e+01
5.20 0.41252 5.0637 6.1971 31.3800 5.2966e-02 3.5280e+01
5.30 0.41127 5.0934 6.4014 32.6050 4.9126e-02 3.6632e+01
5.40 0.41009 5.1218 6.6097 33.8533 4.5600e-02 3.8009e+01
5.50 0.40897 5.1489 6.8218 35.1250 4.2361e-02 3.9412e+01
5.60 0.40791 5.1749 7.0378 36.4200 3.9383e-02 4.0841e+01
5.70 0.40690 5.1998 7.2577 37.7383 3.6643e-02 4.2296e+01
5.80 0.40594 5.2236 7.4814 39.0800 3.4120e-02 4.3777e+01
5.90 0.40503 5.2464 7.7091 40.4450 3.1795e-02 4.5283e+01
6.00 0.40416 5.2683 7.9406 41.8333 2.9651e-02 4.6815e+01
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Tables pour ondes de choc droites et γ = 1.40

M1 M2 v1/v2 T2/T1 p2/p1 pi2/pi1 pi2/p1

ρ2/ρ1 A∗1/A
∗
2

6.50 0.40038 5.3651 9.1564 49.1250 2.1148e-02 5.4862e+01
7.00 0.39736 5.4444 10.4694 57.0000 1.5351e-02 6.3553e+01
7.50 0.39491 5.5102 11.8795 65.4583 1.1329e-02 7.2887e+01
8.00 0.39289 5.5652 13.3867 74.5000 8.4878e-03 8.2865e+01
8.50 0.39121 5.6117 14.9911 84.1250 6.4492e-03 9.3488e+01
9.00 0.38980 5.6512 16.6927 94.3333 4.9639e-03 1.0475e+02
9.50 0.38860 5.6850 18.4915 105.1250 3.8664e-03 1.1666e+02
10.00 0.38758 5.7143 20.3875 116.5000 3.0448e-03 1.2922e+02
11.00 0.38592 5.7619 24.4711 141.0000 1.9451e-03 1.5626e+02
12.00 0.38466 5.7987 28.9435 167.8333 1.2866e-03 1.8587e+02
13.00 0.38368 5.8276 33.8047 197.0000 8.7709e-04 2.1806e+02
14.00 0.38289 5.8507 39.0548 228.5000 6.1380e-04 2.5282e+02
15.00 0.38226 5.8696 44.6938 262.3333 4.3953e-04 2.9016e+02
16.00 0.38174 5.8851 50.7217 298.5000 3.2119e-04 3.3008e+02
17.00 0.38131 5.8980 57.1384 337.0000 2.3899e-04 3.7257e+02
18.00 0.38095 5.9088 63.9440 377.8333 1.8072e-04 4.1763e+02
19.00 0.38065 5.9180 71.1385 421.0000 1.3865e-04 4.6527e+02
20.00 0.38039 5.9259 78.7219 466.5000 1.0777e-04 5.1548e+02
21.00 0.38016 5.9327 86.6941 514.3333 8.4778e-05 5.6827e+02
22.00 0.37997 5.9387 95.0553 564.5000 6.7414e-05 6.2364e+02
23.00 0.37980 5.9438 103.8053 617.0000 5.4140e-05 6.8158e+02
24.00 0.37965 5.9484 112.9442 671.8333 4.3877e-05 7.4209e+02
25.00 0.37952 5.9524 122.4720 729.0000 3.5859e-05 8.0518e+02
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Choc oblique : Relation ε− δ−M pour γ = 1.40
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Figure 2 – Angle du choc ε en fonction de l’angle de déviation δ pour différentes valeurs du nombre
de Mach en amont M1.


